
第5回 DSRT
医薬品の臨床試験および製造販売後調査における

ベイズ統計学の活用について

議題２：ベイズ流の統計手法と
頻度論の統計手法

公開用資料

第5回データサイエンス・ラウンドテーブル会議

(2018/02/27)
1



•現在… 医薬品開発で利用される統計的推測手法
•ベイズ流 (Bayes factor, 事後確率, 信用区間)：限られた
方法・状況 (用量探索試験など)

•頻度論 (仮説検定, 信頼区間)：幅広く用いられる

•ベイズ統計学に基づく統計手法の特性や特徴は, 頻度論
の手法に比べ, 十分理解されているとは言い難い

•理論, シミュレーション等を通じ, 両手法の特性や特徴
について議論し, 医薬品開発の文脈におけるベイズ流の
統計手法の現状についての理解を深めたい
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背景
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•ベイズ流・頻度論の統計手法について議論
•二値判断：Bayes factorと仮説検定
•推定：パラメータの事後分布の信用区間と信頼区間

•「ベイズ流 vs 頻度論を議論の目的とはしない」

•各手法の特徴・特性は？

•各手法はどのような状況で使える？ベイズ流の統計手
法があまり使われていない理由は？
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ディスカッションテーマ
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二値判断
Bayes Factorと仮説検定
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二値判断の統計手法

•試験の結果から「有効・無効」,「あり・なし」などを
判断

•さまざまな手法があるが, 本テーマでは以下を扱う
•ベイズ流：Bayes factor (BF)

• ASAの声明 (2016) でも言及
•頻度論：仮説検定

第5回データサイエンス・ラウンドテーブル会議

(2018/02/27)
5



•事後オッズ比を用いた仮説の評価 (Jeffreys, 1961)

Ω =
Pr 𝐻0 ∣ 𝑑𝑎𝑡𝑎

Pr 𝐻1 ∣ 𝑑𝑎𝑡𝑎
=
𝑓 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∣ 𝐻0

𝑓 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∣ 𝐻1

Pr 𝐻0

Pr 𝐻1
•事前オッズ：Pr 𝐻0 /Pr 𝐻1
•周辺尤度：𝑓 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∣ 𝐻 =  𝛉∈𝚯H

𝑓𝐻 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∣ 𝛉 𝑝𝐻 𝛉 d𝛉

• Bayes Factorは周辺尤度, 𝑓 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∣ 𝐻𝑘 , の比 (≠尤度比検定)

𝐵𝐹01 =
𝑓 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∣ 𝐻0

𝑓 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∣ 𝐻1
= Ω

Pr 𝐻1
Pr 𝐻0

•多くのベイズ統計学の教科書に記載
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Bayes factor (BF)
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• Jeffreys (1961)
• 𝐵𝐹01 ≥ 3 or 𝐵𝐹01 ≤ 1/3：”some evidence”

• 𝐵𝐹01 ≥ 10 or 𝐵𝐹01 ≤ 1/10：”strong evidence”

• 𝐵𝐹01 ≥ 30 or 𝐵𝐹01 ≤ 1/30：”very strong evidence”

• Kass & Raftery (1995)
• 1 < 𝐵𝐹01 ≤ 3：”not worth more than a bare mention”

• 3 < 𝐵𝐹01 ≤ 20：”positive”

• 20 < 𝐵𝐹01 ≤ 150：”strong”

• 𝐵𝐹01 > 150：”very strong”
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BFの判断基準の例
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BFについて

•使用経験はありますか？
• ／ 名

• BF使用確率についてベイズ推定してみよう

• 𝑝(𝑦 | 𝜃) = 𝐵𝑖𝑛(𝑦 ∣ 𝑛, 𝜃), 𝑝 𝜃 = 𝐵𝑒𝑡𝑎 𝜃 ∣ 𝑎, 𝑏
•事前にデータを取って, 事前分布のパラメータを
𝑎 = 1, 𝑏 = 8にした

• 𝑝(𝜃 ∣ 𝑦) = 𝐵𝑒𝑡𝑎 𝜃 ∣ 𝑦 + 𝑎, 𝑛 − 𝑦 + 𝑏
•使用経験者が0/7名と予想すると・・・
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結果
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青：事後分布
赤：事前分布



二標本平均の二値判断手法

•仮説𝐻0: 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2 = 0, 𝐻1: 𝛿 ≠ 0の評価
•各群1&2から𝑛1 = 𝑛2個の標本が得られた時の, 群間の
母平均に差があるかどうかを検討

•検討する手法
•頻度論：二標本t検定 (詳細は省略)
•ベイズ流 (BF)：BFを用いたベイズ流t-Test (Gönen et al., 

2005)
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BFを用いたベイズ流t-Test (Gönen et al., 
2005)
•パラメータ： 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2, 𝜇 = 0.5 𝜇1 + 𝜇2 , 𝜎2

•事前分布：
𝛿

𝜎
∼ 𝑁 𝜆, 𝜏2 , Pr 𝜇, 𝜎2 ∝

1

𝜎2
(nuisance)

𝐵𝐹01 =
𝑇𝜈 𝑡∗ ∣ 0

𝑇𝜈 𝑡∗/ 1 +𝑚𝜏2 ∣ 𝑚1/2𝜆/ 1 + 𝑚𝜏2 / 1 +𝑚𝜏2

• 𝑇𝜈 ⋅∣ 𝑐 ：非心度𝑐, 自由度𝜈の非心t分布の密度関数, 𝑡∗：
標本の𝑡統計量, 𝑚 = 𝑛1

−1 + 𝑛2
−1 −1：effective sample size, 

𝜈 = 𝑛1 + 𝑛2 − 2, 事前オッズ比は1を仮定
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𝐻0の周辺尤度

𝐻1の周辺尤度



シミュレーション

•いくつかの条件下で, 両手法の特徴・特性を理解したい

•目的
• BFと仮説検定の両手法の特徴を検討する
•あくまで比較は目的としない

※特徴を見るためにあえて極端な事前分布を設定
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•標本を正規乱数で生成 (25,000セット)

• 𝑛1 = 𝑛2 = 5, 10, 50, 100, 500

•シナリオ1：𝑁(0, 1)
•群間差がない (帰無仮説が正しいとき)

• 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2 = 0

•シナリオ2：𝑁(−0.25, 1)
•群間差がある (対立仮説が正しいとき)

• 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2 = −0.25
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シミュレーションデータの生成条件
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•二標本𝑡検定（基準：𝑝 < 0.05）

• BF (基準：BF≦ 1/3)
•情報が少ない事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 0,1
•情報が少ない対立仮説からずれた事前分布：𝛿/𝜎 ∼
𝑁 0.25,1

•情報が少ない対立仮説に近い事前分布：𝛿/𝜎 ∼
𝑁 −0.25,1

•性能指標：𝐻1を選択する割合
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シミュレーションで検討する手法 (1)
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結果：シナリオ1
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P-value
BF：N(0, 1)

BF：N(0.25, 1)

BF：N(-0.25, 1)
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結果：シナリオ2
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P-value
BF：N(0, 1)

BF：N(0.25, 1)

BF：N(-0.25, 1)



•二標本𝑡検定（基準：𝑝 < 0.05）

• BF (基準：BF≦ 1/3)
•情報が少ない事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 0,1
•対立仮説からずれた事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 0.25,2/50
•対立仮説に近い事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 −0.25,2/50

•性能指標：𝐻1を選択する割合
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シミュレーションで検討する手法 (2)
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結果：シナリオ1
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P-value
BF：N(0, 1)

BF：N(0.25, 2/50)

BF：N(-0.25, 2/50)
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結果：シナリオ2
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P-value
BF：N(0, 1)

BF：N(0.25, 2/50)

BF：N(-0.25, 2/50)



•二標本𝑡検定（基準：𝑝 < 0.05）

• BF (基準：BF≦ 1/3)
•情報が少ない事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 0,1
•対立仮説からずれた事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 0.25,2/𝑛2
•対立仮説に近い事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 −0.25,2/𝑛2

•性能指標：𝐻1を選択する割合
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シミュレーションで検討する手法 (3)
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結果：シナリオ1
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P-value
BF：N(0, 1)

BF：N(0.25, 2/n)

BF：N(-0.25, 2/n)
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結果：シナリオ2
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P-value
BF：N(0, 1)

BF：N(0.25, 2/n)

BF：N(-0.25, 2/n)



補足

•他の条件下でのシミュレーションは付録に示した

• BFの閾値を変化させた場合については, 基本的には選択
割合が上下に変動

•基準を厳しくする⇒第一種の過誤に相当する割合が
下がる

•基準を緩くする⇒第一種の過誤に相当する割合が上
がる
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•仮説検定 ・BF
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ディスカッション前のまとめ：各手法の特徴・特
性について気づいた点などを挙げてください
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ディスカッション

•なぜBFはあまり使われていないのか？なぜ頻度論の方法をよく
使うのか？

• BFを利用するとしたら, どういう情報が必要か？

• BFの使用を考えた際に何が気になるか？何が障壁になるか？

• BFについて理解できない点は？

• BFは仮説検定の代替として使えそうか？どのようなとき？

• BFはPhase IIIの検証試験等で使えそうか？

• BFを使う際にはどのような点に注意が必要か？

• BFの閾値の設定は？
第5回データサイエンス・ラウンドテーブル会議
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• BF
• Model selection consistency (Casella et al., 2009)

• 𝑛 → ∞で確率1で真のモデルを選択
•例えば, 𝐻0が正しいときには𝑛 → ∞において𝐻1が選
択される確率が0に収束

• BICの差は対数BFの近似 (Kass & Raftery, 1995)

•仮説検定：𝛼エラーは𝑛によらない

•両者はかなり異なる性質を持つ
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理論的結果の補足
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推定
信用区間と信頼区間

第5回データサイエンス・ラウンドテーブル会議
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区間推定の統計手法

•試験の結果から, 特定のパラメータに関する推測を行う

•さまざまな手法があるが, 本テーマでは以下を扱う
•ベイズ流：パラメータの事後分布の信用区間
•頻度論：信頼区間

第5回データサイエンス・ラウンドテーブル会議
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二標本平均の差の推定手法

• 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2の区間推定問題

•頻度論
•最尤法ベースの正規近似に基づく両側95%信頼区間

•ベイズ流
•正規分布モデルベース

•事前分布：𝜇𝑗 ∼ 𝑁(𝜇𝑗0, 𝜏𝑗0
2 ), 𝜎2 ∼ Inv − gamma 0,0

•群ごとに𝜇 ∣ 𝐲の事後分布から1000回サンプリングし
て差を求め, 2.5%点と97.5%点を求める
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(2018/02/27)
29



•標本を正規乱数で生成 (2,500セット)

• 𝑛1 = 𝑛2 = 5, 10, 50, 100, 500
•シナリオ1：群間差がない場合, 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2 = 0

•群1：𝑁(0, 1)
•群2：𝑁(0, 1)

•シナリオ2：群間差がない場合, 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2 = −0.25
•群1：𝑁(0, 1)
•群2：𝑁(0.25, 1)
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シミュレーションデータの生成条件
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•最尤法ベースの正規近似に基づく両側95%信頼区間

•ベイズ信用区間 (事前分布の情報量が少ない場合)：𝜇1 ∼
𝑁(0,1)は共通
•平均0の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(0,1)
•平均0.25の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(0.25,1)
•平均−0.25の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(−0.25,1)
※特徴を見るためにあえて極端な事前分布を設定

•評価指標：各区間が群間差の母集団平均を含む割合
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シミュレーションで検討する手法 (1)
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結果：シナリオ1
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結果：シナリオ2
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•最尤法ベースの正規近似に基づく両側95%信頼区間

•ベイズ信用区間 (事前分布の情報量が多い場合)：𝜇1 ∼
𝑁(0,1/𝑛1)は共通
•平均0の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(0,1/𝑛2)
•平均0.25の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(0.25,1/𝑛2)
•平均−0.25の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(−0.25,1/𝑛2)
※特徴を見るためにあえて極端な事前分布を設定

•評価指標：各区間が群間差の母集団平均を含む割合
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シミュレーションで検討する手法 (2)
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結果：シナリオ1
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結果：シナリオ2
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•最尤法ベースの正規近似に基づく両側95%信頼区間

•ベイズ信用区間 (事前分布の情報量が多い場合)：𝜇1 ∼
𝑁(0,1/50)は共通
•平均0の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(0,1/50)
•平均0.25の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(0.25,1/50)
•平均−0.25の事前分布：𝜇2 ∼ 𝑁(−0.25,1/50)
※特徴を見るためにあえて極端な事前分布を設定

•評価指標：各区間が群間差の母集団平均を含む割合
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シミュレーションで検討する手法 (3)
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結果：シナリオ1
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結果：シナリオ2
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•頻度論 ・ベイズ流
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ディスカッション前のまとめ：各手法の特徴・特
性について気づいた点などを挙げてください
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ディスカッション

•ベイズ流の手法を利用した経験はありますか？

•なぜベイズ流の手法はあまり使われていないのか？なぜ頻度論
の方法をよく使うのか？

•信用区間を利用するとしたら, どういう情報が必要か？

•信用区間の使用を考えた際に何が気になるか？

•信用区間について理解できない点は？

•信用区間はPhase IIIの検証試験等で使えそうか？

•信用区間を使う際にはどのような点に注意が必要か？

第5回データサイエンス・ラウンドテーブル会議
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補足

•参考のため, 別の手法を用いた場合の追加シミュレー
ション結果を付録に示した
•頻度論：最尤法ではなく, 𝑡分布に基づく信頼区間
•ベイズ流：Rouder et al. (2009) の無情報事前分布を用
いた方法

第5回データサイエンス・ラウンドテーブル会議
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• Bernstein–von Mises theorem (e.g., Van der Vaart, 1998; 
Nickl, 2013)
• 𝑛 → ∞の粗い近似：(不正確だが) ざっくり説明すると, 
適当な条件の下で, パラメータの事後分布が平均が
MLEで分散が𝑛−1𝑖(𝜃0)の正規分布に収束

• 𝑛が大きくなると, 両者の結果が近づいてゆく

•有限標本の時, 両者は異なる傾向を持ちうる
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理論的結果の補足：漸近理論 (正則モデ
ル)
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理論的結果の補足：ベイズ推測

•事後分布そのものPr 𝛉 ∣ 𝐲 や事後分布の期待値 𝛉 =
 𝛉Pr 𝛉 ∣ 𝐲 d𝛉はもちろん重要

•予測分布Pr 𝑌 ∣ 𝐲 =  Pr 𝑌 ∣ 𝛉 Pr 𝛉 ∣ 𝐲 d𝛉へつなげや
すい点も結構重要

•事後分布が正規分布で近似できる場合, 𝑛が大きければ 𝛉
と最尤推定量は同じ分布に近づいてゆく

•近似できない場合には大きく違う挙動になる (渡辺, 
2006, 2012)
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ディスカッション結果
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•ベイズ流・頻度論の統計手法について議論
•二値判断：Bayes factor (BF)と仮説検定
•推定：パラメータの事後分布の信用区間と信頼区間

•「ベイズ流 vs 頻度論を議論の目的とはしない」
•各手法の特徴・特性は？
•各手法はどのような状況で使える？ベイズ流の統計
手法があまり使われていない理由は？
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ディスカッション結果・二値判断

• なぜBFはあまり使われていないのか？なぜ頻度論の方法をよく使うのか？
• BFは𝛼エラーを制御しない
• 𝛼エラーを制御できる仮説検定は, 判断に使いやすいから

• BFを利用するとしたら, どういう情報が必要か？

• BFの使用を考えた際に何が気になるか？何が障壁になるか？
• 標準的な基準を定める必要がある（Jeffreys, Kass & Rafteryなど）
• 逐次的な評価に相性がいい

• 仮説検定の代替になるか？
• ベイズ流の方法 (BF) を使うためには, 頻度論で考えていた概念を変えるべきではない
か？

• BFはPhase IIIの検証試験等で使えそうか？
• オーファン：事前分布をうまく設定できれば例数が少なくなる？
• 中間解析には使えるかもしれない
• ICH：𝛼エラーの制御の問題がある
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ディスカッション結果・推定

•信用区間の使用を考えた際に何が気になるか？
• BFと信用区間が対応しない

• 事前情報の設定を失敗すると, 被服確率が低下する場合がある

• 事前情報の選択で恣意性が生まれてしまう

•信用区間を使う際にはどのような点に注意が必要か？
• 事前情報の抽出のルールが必要

• 使っていいデータがどれだかわかるとうれしい
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まとめ

• BF
• 使い方が見出されてこなかった

• 仮説検定と異なり𝑛が増加すると正しい仮説を選択する確率が高くなっ
てゆく：経時的に情報が蓄積されるようなデザインに適しているかも
しれない

• BF・信用区間共通
• 事前分布の設定が結果に影響を与える可能性がある

• 標準的な事前分布の設定方法などがあるとよいかもしれない

• BFと信用区間は仮説検定と信頼区間のように対応しないので注意が必
要
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あとがき

•当日は70分間でスライドの説明とディスカッションを
行ったため, 非常に限られた内容になっています．不正
確・不十分な部分が多々あると思われますが, ご容赦下
さい

•シミュレーションに用いたプログラムなどの情報を公
開しています

• http://nshi.jp/
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ベイズ推定 (Bayesian Inference)

•パラメータ𝜃0を持つ確率変数𝐘の母集団分布を, 確率変
数𝜃が𝜃0に等しいことを与えたもとでの確率変数𝐘の条
件付き分布とみなす：𝑓 𝐘 ∣ 𝜃 = 𝜃0

•データは分布𝑓 𝐘 ∣ 𝜃 = 𝜃0 からのサンプリングとみなす

•事前分布はランダムなパラメータの分布：Pr 𝜃
•事後分布はランダムなパラメータの観測値の条件付き
分布：Pr 𝜃 ∣ 𝐲

•このモデルのもとで, 事後分布はベイズの定理を使って
計算可能である
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Bernstein–von Mises theorem

•適切な正則条件 (Theorem 3 of Nickl, 2013; (不正確だが) 
正則モデル)のもとで, 確率変数𝑌1, … , 𝑌𝑛が独立同一分布
𝑓 𝜃0 にしたがい,  𝜃𝑛を標本に基づくMLEとする．事前分
布はパラメータ真値の近傍で連続かつ正でLebesgue-
densityをもつとする．このとき，事後分布Pr 𝜃 ∣ 𝐲 の
分布関数Π 𝐵 ∣ 𝐲 =  𝐵 Pr 𝜃 ∣ 𝐲 𝑑𝜃は (𝐵はパラメータ空
間のBorel部分集合) 以下を満たす;
sup
𝐵∈ℬ

Π 𝐵 ∣ 𝐲 − 𝑁 𝐵 ∣  𝜃𝑛, 𝑛
−1𝑖(𝜃0) →𝑃𝜃0 0 as 𝑛 → ∞.
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付録
二値判断の追加シミュレーション
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シミュレーション結果の要約：検定
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•シナリオ1：帰無仮説が正しい
•仮説検定は𝑛によらず対立仮説採択確率が一定（𝛼）
• BFは𝑛が増加すると対立仮説採択確率が低下

•シナリオ2：対立仮説が正しい
•仮説検定は特筆する点はないが𝑛とともに増大
• BFは誤った方向の事前分布を与えると対立仮説採択
確率が低く, 無情報は中間, 正しい方向の事前分布を
与えると対立仮説採択確率が高い



•二標本𝑡検定（基準：𝑝 < 0.05）

• BF (基準：BF≦ 1/10)
•情報が少ない事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 0,1
•情報が少ない対立仮説からずれた事前分布：𝛿/𝜎 ∼
𝑁 0.25,1

•情報が少ない対立仮説に近い事前分布：𝛿/𝜎 ∼
𝑁 −0.25,1

•性能指標：𝐻1を選択する割合
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結果：シナリオ1
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結果：シナリオ2
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•二標本𝑡検定（基準：𝑝 < 0.05）

• BF (基準：BF≦ 1/2)
•情報が少ない事前分布：𝛿/𝜎 ∼ 𝑁 0,1
•情報が少ない対立仮説からずれた事前分布：𝛿/𝜎 ∼
𝑁 0.25,1

•情報が少ない対立仮説に近い事前分布：𝛿/𝜎 ∼
𝑁 −0.25,1

•性能指標：𝐻1を選択する割合
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追加シミュレーション (2)
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結果：シナリオ1
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結果：シナリオ2
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付録
区間推定の追加シミュレーション
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𝑡分布に基づく信頼区間を用いた場合
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頻度論：𝑡分布ベース
の信頼区間

ベイズ流：Rouder et al.
(2009)の方法 (無情報)


