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• Cov 𝛜𝛜 = 𝜎𝜎2𝐈𝐈からCov 𝛜𝛜 = 𝜎𝜎2𝐕𝐕へ緩和し
た場合のBLUE等について導いた
• 𝐕𝐕が既知である事を仮定していた
• 正しく特定しないとうまく推定ができ
ない

•これに関連して, 今回は最尤推定量につ
いて議論する
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一般化最小二乗推定量



モデル 一般線型モデル 一般化線型モデル
基本理論 小標本理論 尤度理論
推定量 最小二乗推定量

/BLUE
MINQUE/MIVQUE

最尤推定量

推定量の基準 不偏性
有効性

一致性
漸近有効性

基準の尺度 期待値
分散

確率収束
漸近分散

𝑛𝑛 固定 ∞
統計量の分布 分布を直接求める 漸近正規性
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二つの推定法



•二つの方法は全く異なる理論がベースに
なっている
• 互いに関連する部分もあって, 一部につ
いては等しい推定量が得られる
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二つの推定法



• SASではPROCEDUREで分かれている
• 一般線型モデル：GLM
• 一般化線型モデル(尤度ベース)：MIXED
やGENMOD

•使い方は似ているが…
• ヘルプをよく読むと, 手法の仮定や用い
る事ができる統計量が全然違うことが
よく分かる
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SASでの実装



• GLM
• 純粋な一般線型モデルのPROCEDURE
• 小標本理論に基づいた各種推定方法を
サポート

• 分散成分の理論がベースとなる線型混
合モデル, 繰り返し測定分散分析; 
MANOVAなども
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SASでの実装



• MIXED
• 尤度理論ベースの線型混合モデルの

PROCEDURE
• GENMOD

• 一般化線型モデル用のPROCEDUREに見
えるが, 一般化線型モデル+GEEに対応
• GEEは尤度をベースにしていないのに

…
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SASでの実装



•最尤推定量
• 尤度関数𝐿𝐿 𝛉𝛉 = 𝑓𝑓 𝐘𝐘;𝛉𝛉 = ∏𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 𝑓𝑓 𝑦𝑦𝑖𝑖;𝛉𝛉
(𝐘𝐘はi.i.d.)は同時確率関数をパラメータ
𝛉𝛉 = 𝛃𝛃,𝜎𝜎2 の関数と見なしたもの
•尤度関数は確率変数𝐘𝐘を含んだ関数で
ある

• 𝛉𝛉に対する密度関数ではない事は注意
せよ
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最尤推定量



•対数尤度関数：𝑙𝑙 𝛉𝛉 = log 𝐿𝐿 𝛉𝛉
•最尤推定量

�𝛉𝛉 = argmax𝛉𝛉∈𝚯𝚯𝑙𝑙 𝛉𝛉
• (対数)尤度関数を最大化する𝛉𝛉をパラ
メータの推定量とする
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最尤推定量



•一致性
∀𝜖𝜖, lim

𝑛𝑛→∞
Pr �𝛉𝛉 − 𝛉𝛉0 ≥ 𝜖𝜖 = 0

• 𝑛𝑛 → ∞で真値に近づく
• 𝛉𝛉0はパラメータの真値
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最尤推定量



•漸近正規性：ある正則条件の下で
𝑛𝑛 �𝛉𝛉 − 𝛉𝛉0 →𝑑𝑑 𝑁𝑁 𝟎𝟎, 𝐈𝐈−1 𝛉𝛉0

• 𝐈𝐈 𝛉𝛉0 = E 𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛉𝛉
𝜕𝜕𝛉𝛉

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛉𝛉
𝜕𝜕𝛉𝛉′

：Fisher情報行列

•本講義では扱わないが, 漸近理論の講義
の収束・最尤推定量の話は非常に重要

•数列・関数の収束は基本的素養なので一
度きちんと理解しておくことが望ましい
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最尤推定量



•一般線型モデルの仮定
• 𝐘𝐘 ∼ 𝑁𝑁 𝐗𝐗𝐗𝐗,𝜎𝜎2𝐈𝐈

•平均ベクトル𝛍𝛍が, 分散共分散行列が𝚺𝚺の𝑛𝑛
変量多変量正規分布の確率密度関数は

1
2𝜋𝜋 𝑛𝑛/2 𝚺𝚺 1/2 exp −

𝐘𝐘 − 𝛍𝛍 ′𝚺𝚺−1 𝐘𝐘 − 𝛍𝛍
2
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一般線型モデルの最尤推定量



•一般線型モデル𝐘𝐘 ∼ 𝑁𝑁 𝐗𝐗𝐗𝐗,𝜎𝜎2𝐈𝐈 の尤度関
数𝐿𝐿 𝛉𝛉 を示せ
𝐿𝐿 𝛉𝛉

=
1

2𝜋𝜋 𝑛𝑛/2 𝜎𝜎2𝐈𝐈 1/2 𝑒𝑒
− 𝐘𝐘−𝐗𝐗𝐗𝐗 ′ 𝜎𝜎2𝐈𝐈 −1 𝐘𝐘−𝐗𝐗𝐗𝐗 /2

=
1

2𝜋𝜋𝜎𝜎2 𝑛𝑛/2 exp −
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗 ′ 𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗

2𝜎𝜎2
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一般線型モデルの最尤推定量



• i.i.d.なので, 𝑖𝑖ごとの正規分布の確率密度
関数

𝑓𝑓 𝑌𝑌𝑖𝑖;𝛉𝛉 =
1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2

exp
𝑌𝑌𝑖𝑖 − 𝐱𝐱𝑖𝑖′𝛃𝛃 2

2𝜎𝜎2

から求めても良い
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一般線型モデルと最尤推定量



•一般線型モデル𝐘𝐘 ∼ 𝑁𝑁 𝐗𝐗𝐗𝐗,𝜎𝜎2𝐈𝐈 の対数尤
度関数𝑙𝑙 𝛉𝛉 を示せ

𝑙𝑙 𝛉𝛉 = −
𝑛𝑛
2

log 2𝜋𝜋 −
𝑛𝑛
2

log𝜎𝜎2

−
1

2𝜎𝜎2
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗 ′ 𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗
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一般線型モデルの最尤推定量



•最尤推定量を求める
• 対数尤度関数を各パラメータで偏微分
したスコア関数𝐒𝐒 𝛉𝛉 を求め, 𝐒𝐒 𝛉𝛉 = 𝟎𝟎を
満たす解を最尤推定量として求める
• �𝛉𝛉における対数尤度関数のヘッセ行列
が負定値であれば, �𝛉𝛉は極大値である

•最尤推定量は必ず存在するわけではな
い (多くの場合存在し, ヘッセ行列は
負定値になっているが…)
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一般線型モデルの最尤推定量



• 𝜕𝜕𝑙𝑙 𝛉𝛉
𝜕𝜕𝛃𝛃

=?
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛉𝛉
𝜕𝜕𝛃𝛃

= 𝟎𝟎 +
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝛃𝛃

−
1

2𝜎𝜎2
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗 ′ 𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝛃𝛃

−
1

2𝜎𝜎2
𝐘𝐘′𝐘𝐘 − 2𝛃𝛃′𝐗𝐗′𝐘𝐘 + 𝛃𝛃′𝐗𝐗′𝐗𝐗𝐗𝐗

= −
1

2𝜎𝜎2
−2𝐗𝐗′𝐘𝐘 + 2𝐗𝐗′𝐗𝐗𝐗𝐗
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一般線型モデルの最尤推定量



• 𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛉𝛉
𝜕𝜕𝜎𝜎2

=?
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛉𝛉
𝜕𝜕𝜎𝜎2

= −
𝑛𝑛

2𝜎𝜎2
+

1
2 𝜎𝜎2 2 𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗 ′ 𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗
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一般線型モデルの最尤推定量



• 𝐒𝐒 𝛉𝛉 = 𝟎𝟎を満たす�𝛉𝛉を求めよ

−
1

2 �𝜎𝜎2
−2𝐗𝐗′𝐘𝐘 + 2𝐗𝐗′𝐗𝐗�𝛃𝛃 = 𝟎𝟎

⇔ �𝛃𝛃 = 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘

−
𝑛𝑛

2 �𝜎𝜎2
+

1
2 �𝜎𝜎2 2 𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

′
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗𝐗𝐗 ̂ = 0

⇔ �𝜎𝜎2 =
1
𝑛𝑛
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

′
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃
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一般線型モデルの最尤推定量



•一般線型モデルにおける最尤推定量は
• �𝛃𝛃 = 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘

• �𝜎𝜎2 = 1
𝑛𝑛
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

′
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

•やや異なる結果が得られた
• �𝛃𝛃は最小二乗推定量に一致
• �𝜎𝜎2はプラグイン推定量に一致; 不偏推定
量にはならない
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一般線型モデルの最尤推定量



•階層構造をなす二つのモデルを比較
• 単純なモデルℳ0と複雑なモデルℳ1

• 𝐻𝐻0:ℳ0 = ℳ1の検定を考える
• ℳ1とℳ0のパラメータ数の差を𝜈𝜈

• ℳ0,ℳ1の各最大対数尤度𝑙𝑙0 �𝛉𝛉0 , 𝑙𝑙1 �𝛉𝛉1
•このとき

𝑇𝑇 = −2 𝑙𝑙1 �𝛉𝛉1 − 𝑙𝑙0 �𝛉𝛉0 →𝑑𝑑 𝜒𝜒2 𝜈𝜈
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尤度比検定



• 𝐻𝐻0:𝛃𝛃 = 𝟎𝟎の検定について考えてみよう
• 単純モデルの最大対数尤度は𝑙𝑙0 𝟎𝟎, �𝜎𝜎02

• 複雑モデルの最大対数尤度は𝑙𝑙1 �𝛃𝛃, �𝜎𝜎2
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尤度比検定



• 𝑙𝑙0 𝟎𝟎, �𝜎𝜎02 を計算せよ
𝑙𝑙0 𝟎𝟎, �𝜎𝜎02

= −
𝑛𝑛
2

log 2𝜋𝜋 −
𝑛𝑛
2

log �𝜎𝜎02 −
1

2 �𝜎𝜎02
𝐘𝐘′𝐘𝐘

= −
𝑛𝑛
2

log 2𝜋𝜋 −
𝑛𝑛
2

log
𝐘𝐘′𝐘𝐘
𝑛𝑛

−
𝑛𝑛
2

• �𝜎𝜎02 = 1
𝑛𝑛
𝐘𝐘′𝐘𝐘
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尤度比検定



• 𝑙𝑙1 �𝛃𝛃, �𝜎𝜎2 を計算せよ
𝑙𝑙1 �𝛃𝛃, �𝜎𝜎2

= −
𝑛𝑛
2

log 2𝜋𝜋 −
𝑛𝑛
2

log �𝜎𝜎2 −
1

2 �𝜎𝜎2
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

′
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

= −
𝑛𝑛
2

log 2𝜋𝜋 −
𝑛𝑛
2

log
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

′
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

𝑛𝑛
−
𝑛𝑛
2
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尤度比検定



• 𝑇𝑇 = −2 𝑙𝑙1 �𝛉𝛉1 − 𝑙𝑙0 �𝛉𝛉0 を求めよ

𝑇𝑇 = 𝑛𝑛 log
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

′
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

𝑛𝑛
− log

𝐘𝐘′𝐘𝐘
𝑛𝑛

25

尤度比検定



•ここでexp 𝑇𝑇
𝑛𝑛
を求めてみよう

exp
𝑇𝑇
𝑛𝑛

=
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

′
𝐘𝐘 − 𝐗𝐗�𝛃𝛃

𝐘𝐘′𝐘𝐘

=
𝐘𝐘′𝐘𝐘 − 𝐘𝐘′𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘

𝐘𝐘′𝐘𝐘
=

1

1 + 𝐘𝐘′𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘
𝐘𝐘′𝐘𝐘 − 𝐘𝐘′𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘
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尤度比検定



• 𝑇𝑇は線型仮説の𝐹𝐹検定と似ている

• 𝐂𝐂 = 𝐈𝐈のとき 𝐂𝐂�𝛃𝛃
′
𝐂𝐂′ 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂 −1𝐂𝐂�𝛃𝛃 =

𝐘𝐘′𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘

• 𝑠𝑠2 = 1
𝑛𝑛−𝑝𝑝

𝐘𝐘′𝐘𝐘 − 𝐘𝐘′𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘

• 𝐹𝐹 = 𝐘𝐘′𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘/𝑝𝑝
𝑠𝑠2

• exp 𝑇𝑇
𝑛𝑛

= 1
1+𝑝𝑝𝑝𝑝/ 𝑛𝑛−𝑝𝑝

が成り立つ
27

尤度比検定
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