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• 統計学における推定
確率変数がある分布に従うとすると, そ
の分布に含まれる未知パラメータの真値
をデータから推測すること

• モデル中の未知パラメータをデータ(観
測値)に基づいて推測すること

• 点推定と区間推定があるので, まずは点
推定に着目しよう
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推定



• 実はモデル式は二組の確率変数を含む

• 今のところ分布などについては何も議論
していない

• 一般線型モデルにおける分布の基本的な
性質を確認する

• モデル式の仮定の確認

𝐘 = 𝐗𝛃 + 𝛜

• 意味：𝐘が𝐗𝛃と𝛜の和に分解できる
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一般線型モデルの観測値の分布



• 誤差に対して追加の仮定を導入する

• 𝜖1, … , 𝜖𝑛は互いに無相関で何らかの分布
に従う確率変数

• E 𝜖𝑖 = 0

• Var 𝜖𝑖 = 𝜎2 < ∞, および無相関なので

Cov 𝜖𝑖 , 𝜖𝑗 = 0 (𝑖 ≠ 𝑗)

•※誤差分布の独立性を仮定する場合もあ
るが, これは無相関よりも強い仮定
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一般線型モデルの観測値の分布



• この仮定のもとでは・・・

• 𝐗と𝛃は定数で, 𝛜は確率変数

• 誤差の仮定から𝐘も確率変数

• モデル式の仮定から等式𝐘 = 𝐗𝛃 + 𝛜が
成立する
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一般線型モデルの観測値の分布



• 以下は簡単に分かる

• 系3-1

• E 𝐘 = E 𝐗𝛃 + 𝛜 = 𝐗𝛃

• 系3-2

• Cov 𝐘 = Cov 𝐗𝛃 + 𝛜 = Cov 𝛜 = 𝜎2𝐈𝑛
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一般線型モデルの観測値の分布



• 𝑎を定数, 𝑌, 𝑍を確率変数とする

• E 𝑎 + 𝑌 = 𝑎 + E 𝑌

• E 𝑎𝑌 = 𝑎E 𝑌

• Var 𝑌 = E 𝑌 − E 𝑌 2 = Eሾ𝑌2 − 2𝑌E 𝑌 +
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期待値と分散の性質の復習



• E 𝐘 =

E 𝑌1
E 𝑌2
⋮

E 𝑌𝑛

• Cov 𝐘 = E 𝐘 − E 𝐘 𝐘 − E 𝐘 ′

• Cov 𝐗𝐘 = 𝐗Cov 𝐘 𝐗′

• 𝐗：𝑝 × 𝑛次元定数行列, 𝐘：𝑛 × 1次元確
率変数ベクトル
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確率変数ベクトルの期待値と分散



• 系3-1

• E 𝐘 = E 𝐗𝛃 + 𝛜 = 𝐗𝛃

• 期待値の性質より

• E 𝐗𝛃 + 𝛜 = 𝐗𝛃 + E 𝛜

• 誤差の仮定からE 𝛜 = 𝟎

• よって, E 𝐗𝛃 + 𝛜 = 𝐗𝛃 + 𝟎 = 𝐗𝛃
9

練習問題



• 確率変数がある分布に従うとすると, そ
の分布に含まれる未知パラメータの真値
をデータから推測すること

• 点推定量はデータを表わす確率変数の関
数になっている

• これを式で表わしてみると𝑇 = 𝑔 𝐘 と
書ける
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点推定量



• 𝑇 = 𝑔 𝐘 を構成する𝑔は無限に考えられ
る

• 例えば𝑇 = 𝑌1でも何かの推定量と言え
る

• 我々は𝑔の中でも良いものを探したい

• 点推定量の良さを議論するには基準が
必要
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よい点推定量？



• 不偏性

• 推定量の期待値が真値に一致

• 𝑇が𝛽の推定量であればE 𝑇 = 𝛽

• 最小分散性

• 推定量の中で最も分散が小さい

• 最小分散不偏推定量

• 不偏推定量の中で最も分散が小さい
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よい点推定量の基準



• 以下では線型推定量を考える

• 推定量𝑇 = 𝑔 𝐘 が𝐘の線型式であるとき
この推定量を線型推定量とよぶ

• つまり, 𝑐1, … , 𝑐𝑛を定数として,

𝑇 = 𝑐1𝑌1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑌𝑛

の形式の推定量

• 詳しい話は割愛するが, 一般線型モデル
では線型推定量が重要である
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線型推定量



• 線型不偏推定量

• 不偏な線型推定量

• 最良線型不偏推定量 (Best Linear 

Unbiased Estimator; BLUE)

• 線型不偏推定量の中で最も分散が小さ
い
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最良線型不偏推定量



• 𝑌1 = −𝛽1 + 𝛽2 + 𝜖1

• 𝑌2 = 𝛽1 + 𝛽2 + 𝜖2

• 𝑌3 = 𝛽1 − 𝛽2 + 𝜖3

• E 𝜖𝑖 = 0, Var 𝜖𝑖 = 𝜎2, Cov 𝜖𝑖 , 𝜖𝑗 = 0

(for 𝑖 ≠ 𝑗)

• 以下で𝛽1のBLUEを求めてみよう
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例：秤量問題での点推定



• 線型推定量を以下で定義する

• 𝑇 = 𝑐1𝑌1 + 𝑐2𝑌2+𝑐3𝑌3

• 𝑐𝑖を定めれば, 一つの推定量が定まる
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例：秤量問題での点推定



• まずは不偏性, E 𝑇 = 𝛽1,をみたす係数を
探す

• E 𝑇 = E 𝑐1𝑌1 + 𝑐2𝑌2+𝑐3𝑌3 = 𝑐1ሺ−𝛽1 +
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例：秤量問題での点推定



• −𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 = 1かつ𝑐1 + 𝑐2 − 𝑐3 = 0を
満たす組み合わせも無数に存在する

• 次はこの中で最小分散のものを探そう

Var 𝑇 = Var 𝑐1𝑌1 + 𝑐2𝑌2+𝑐3𝑌3 = 𝑐1
2𝜎2 +

𝑐2
2𝜎2+𝑐3

2𝜎2 = 𝑐1
2 + 𝑐2

2 + 𝑐3
2 𝜎2

• 𝜎2は定数のため

• 𝑐1
2 + 𝑐2

2 + 𝑐3
2が最小のものを求めれば良

い
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例：秤量問題での点推定



• −𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 = 1かつ𝑐1 + 𝑐2 − 𝑐3 = 0を
満たし, 𝑐1

2 + 𝑐2
2 + 𝑐3

2が最小になるものを
求めれば良いことが分かる

• 何らかの制約条件下における最小化問題
を解く方法があればよい

• Lagrangeの未定乗数法
等式制約下での最小化(最大化)問題の解
放
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例：秤量問題での点推定



• 等式制約ℎ1 𝐱 = 0,… , ℎ𝑠 𝐱 = 0があると
し, 最小化したい関数を𝑓 𝐱 とする

• 𝐿 𝐱, 𝛌 = 𝑓 𝐱 − 𝜆1ℎ1 𝐱 −⋯− 𝜆𝑠ℎ𝑠 𝐱

•
𝜕𝐿 𝐱,𝛌

𝜕𝐱′
= 0,

𝜕𝐿 𝐱,𝛌

𝜕𝛌′
= 0の解は, 制約条件下

での𝑓 𝐱 の極値 (最小値または最大値) 

を与える

•※ 𝐿をラグランジアンと呼ぶ
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Lagrangeの未定乗数法



• 準備：等式制約に変形しておく

• −𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 − 1 = 0, 𝑐1 + 𝑐2 − 𝑐3 = 0

• ラグランジアン𝐿を構成する

• 𝐿 𝐜, 𝛌 = 𝑐1
2 + 𝑐2

2 + 𝑐3
2 − 𝜆1ሺ−𝑐1 + 𝑐2 +
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例：秤量問題での点推定



•
𝜕𝐿 𝐜,𝛌

𝜕𝑐1
= 2𝑐1 + 𝜆1 − 𝜆2

•
𝜕𝐿 𝐜,𝛌

𝜕𝑐2
= 2𝑐2 − 𝜆1 − 𝜆2

•
𝜕𝐿 𝐜,𝛌

𝜕𝑐3
= 2𝑐3 − 𝜆1 + 𝜆2

•
𝜕𝐿 𝐜,𝛌

𝜕𝜆1
= 𝑐1 − 𝑐2 − 𝑐3 + 1

•
𝜕𝐿 𝐜,𝛌

𝜕𝜆2
= −𝑐1 − 𝑐2 + 𝑐3
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例：秤量問題での点推定



• 以下の連立方程式の解を求めればよい

• 2𝑐1 + 𝜆1 − 𝜆2 = 0, 2𝑐2 − 𝜆1 − 𝜆2 = 0,
2𝑐3 − 𝜆1 + 𝜆2 = 0,−𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 − 1 = 0,
𝑐1 + 𝑐2 − 𝑐3 = 0

• 整理すると…

• 𝑐1 + 𝑐3 = 0,−𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 = 1, 𝑐1 + 𝑐2 −
𝑐3 = 0

• 𝑐1 = −
1

4
, 𝑐2 =

1

2
, 𝑐3 =

1

4
(𝜆1 =

3

4
, 𝜆2 =

1

4
)
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例：秤量問題での点推定



• 極値𝑐1 = −
1

4
, 𝑐2 =

1

2
, 𝑐3 =

1

4
が得られた

• 𝑐1
2 + 𝑐2

2 + 𝑐3
2は明らかに下に凸な関数な

ので, これは最小値である

• 𝑇 = −
1

4
𝑌1 +

1

2
𝑌2+

1

4
𝑌3は𝛽1のBLUEである
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例：秤量問題での点推定



• BLUEは良い推定量と考えられる

• 秤量問題の例の様に, 線形推定量の制約
付き最適化によってBLUEを求めることが
できた

• しかし, Lagrangeの未定乗数法で解くの
は結構面倒である…

• もっとよい方法はないだろうか？
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まとめ


