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1 はじめに
本稿ではLiang and Zeger (1984)の記法をほぼそのまま採用した (Gi = diag{a′′(θit)}だ
け記号がかぶっているので変更した)．また，論文中のタイポや記述が曖昧な部分は独自
に補った．証明の補足部分については，原典を引用しているパラグラフには (原典)，独自
に補足したパラグラフには (補足)と記載した．

2 Generalized Estimating Equations (GEE)

Yi = (Yi1, . . . , Yit, . . . , Yini
)Tは ni × 1次元の結果変数ベクトル，Y = (YT

1 , . . . ,Y
T
K)

T，
xit = (xit1, . . . , xitp)

Tは p× 1次元のデザインベクトル，Xi = (xi1, . . . ,xini
)Tは ni × p次

元のデザイン行列，βは p× 1次元のモデルパラメータベクトルとし，i = 1, . . . , Kは個
体を表わす添え字，t = 1, . . . , niは各個体の時点を表わす添え字とする．Yitの周辺密度
には以下を仮定する;

f(Yit = yit) = exp[{yitθit − a(θit) + b(yit)}ϕ],

ただし，θit = h(ηit)，ηit = xT
itβとする．このとき，

E(Yit) = a′(θit),Var(Yit) = a′′(θit)/ϕ,

である．以下では，一般性を失わず ni = nとして話を進める．
上述の仮定の下で，R(α)を n× n次元の作業相関行列とし，

Vi = G
1/2
i R(α)G

1/2
i /ϕ,

とする，ただし，α = (α1, . . . , αl, . . . , αs)
Tは s× 1次元のパラメータベクトルである．も

しR(α)が実際のYiの相関行列に等しいとき，ViはCov(Yi)と等しくなる．
これを用い，p組の推定方程式を以下で定義する;

K∑
i=1

Ui(β,α) =
K∑
i=1

DT
i V

−1
i Si = 0, (2.1)

ただし，
Di =

∂a′(θ)

∂βT
=

∂a′(θ)

∂θT

∂θ

∂ηT

∂η

∂βT
= Gi∆iXi,
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はn×p次元行列，Gi = diag{a′′(θit)}はn×n次元行列，∆i = diag(δit) = diag(∂θit/∂ηit)

は n × n次元行列，Si = (Si1, . . . , Sin)
T = Yi − a′(θi)は n × 1次元ベクトル，a′(θi) =

(a′(θi1), . . . , a
′(θin))

T，θ = (θi1, . . . , θin)
T，および η = (ηi1, . . . , ηin)

Tである．
(2.1) 式はαと ϕに依存する．そのため，αを α̂(Y,β, ϕ)に，ϕを ϕ̂(Y,β)にプラグイ
ンした推定方程式，

K∑
i=1

Ui[β, α̂{β, ϕ̂(β)}] = 0, (2.2)

に基づく推測を行う方法をGEE (Generalized Estimating Equations)と呼ぶ．通常，α̂に
ついては (β, ϕ)が既知のもとで

√
K(α̂− α) = Op(1)が成り立つ推定量が用いられる．ϕ̂

についても同様にβが既知のもとで
√
K(ϕ̂− ϕ) = Op(1)が成り立つ推定量が用いられる．

(2.2)式をβについて解いた解を β̂Gと定義する．β̂GはTheorem 2に述べた性質を満たす．

3 Theorem 2

Theorem 2. Under mild regularity conditions and given that:

1. α̂ is
√
K-consistent given β and ϕ;

2. ϕ̂ is
√
K-consistent given β; and

3. ∂α̂(β,ϕ)
∂ϕ

≤ H(Y,β) which is Op(1),

then
√
K(β̂G−β) is asymptotically multivariate Gaussian with zero mean and covariance

matrix VG given by

VG = lim
K→∞

K

(
K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di

)−1{ K∑
i=1

DT
i V

−1
i Cov(Yi)V

−1
i Di

}(
K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di

)−1

= lim
K→∞

(
1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di

)−1{
1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Cov(Yi)V

−1
i Di

}(
1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di

)−1

.

4 Theorem 2の証明+補足
Proof. (原典) まず，α∗(β) = α̂{β, ϕ̂(β)}とおき，適当な正則条件の下で

√
K(β̂G − β)

は，

−

[
K∑
i=1

δ

δβT
Ui{β,α∗(β)}/K

]−1 [ K∑
i=1

Ui{β,α∗(β)}/
√
K

]
, (4.1)

で近似できる，ただし，

δUi{β,α∗(β)}
δβT

=
∂Ui{β,α∗(β)}

∂βT
+

∂Ui{β,α∗(β)}
∂α∗T

∂α∗(β)

∂βT

= Ai +BiC,

(4.2)

である．
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(補足 1)
∑K

i=1Ui{β̂G,α
∗(β)} = 0を β̂G = βの周りでTaylor展開すると，

K∑
i=1

Ui{β̂G,α
∗(β)} =

K∑
i=1

Ui{β,α∗(β)}+
K∑
i=1

δ

δβT
Ui{β,α∗(β)}(β̂G − β) + op(1)

⇔ 0 =
K∑
i=1

Ui{β,α∗(β)}+
K∑
i=1

δ

δβT
Ui{β,α∗(β)}(β̂G − β) + op(1)

⇔ (β̂G − β) = −

[
K∑
i=1

δ

δβT
Ui{β,α∗(β)}

]−1 [ K∑
i=1

Ui{β,α∗(β)}

]
+ op(1)

⇔
√
K(β̂G − β) = −

[
K∑
i=1

δ

δβT
Ui{β,α∗(β)}/K

]−1 [ K∑
i=1

Ui{β,α∗(β)}/
√
K

]
+ op(1),

である．原典では δ/δβTと記号を分けているが，本質的にはベクトル関数をTaylor展開
しているだけのはずなので，(4.1) 式の第一項を偏微分した結果である (4.2) 式に直接置
き換えて書いても問題ないと思われる．
(原典)

∑K
i=1Bi = op(K)，C = Op(1)は簡単に分かる．また

∑K
i=1Ai/KはK → ∞に

おいて limK→∞ −
∑K

i=1D
T
i V

−1
i Di/Kに確率収束する．

(補足 2) 定義より，
∂Si

∂βT
=

∂Yi − a′(θ)

∂βT
= 0−Di,

を用いれば，

∂Ui{β,α∗(β)}
∂βT

=
∂{DT

i V̂
−1

i }(β)Si

∂βT
+

∂DT
i V̂

−1

i Si(β)

∂βT

=
∂{DT

i V̂
−1

i }(β)Si

∂βT
−DT

i V̂
−1

i Di,

(4.3)

である．ただし，∂{DT
i V̂

−1

i }(β)Si/∂β
TはDT

i V̂
−1

i だけを βの関数と見なした偏微分で
あり， (

∂DT
i V̂

−1
i

∂β1
Si

∂DT
i V̂

−1
i

∂β2
Si · · · ∂DT

i V̂
−1
i

∂βp
Si

)
,

を意味する．ここで，

DT
i V̂

−1

i Si = ϕ̂XT
i ∆iGiG

−1/2
i R(α∗)−1G

−1/2
i Si,

の右辺第一項の一部を展開すると，

XT
i ∆iGiG

−1/2
i = {δit

√
a′′(θit)xijt}1≤j≤p,1≤t≤n,

となる．ここで，p× n次元の行列

J =


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1

 ,

3



および

asup = sup
i,j,t

{δit
√

a′′(θit)xijt}, bsup = sup
i,j,t

{
∂δit
√

a′′(θit)xijt

∂βj

}
,

ainf = inf
i,j,t

{δit
√

a′′(θit)xijt}, binf = inf
i,j,t

{
∂δit
√

a′′(θit)xijt

∂βj

}
,

とおいておく．(4.3) 式の二行目第一項と第二項の各要素は明らかに Siの線型関数であ
り，E(Si) = 0であり，α̂の

√
K-consistency (条件 1)より R(α∗)−1 P−→ R(α)−1，ϕ̂の√

K-consistency (条件 2)より ϕ̂
P−→ ϕ, 後述するが ∂ϕ̂/∂βj = Op(1), 連続写像定理および

大数の弱法則より，(
∂ϕ̂

∂βj

asup + ϕ̂bsup

)
JR(α∗)−1 1

K

K∑
i=1

G
−1/2
i Si

P−→ 0,

ϕ̂asupJ
∂R(α∗)−1

∂βj

1

K

K∑
i=1

G
−1/2
i Si

P−→ 0,

ϕ̂asupJR(α∗)−1 1

K

K∑
i=1

∂G
−1/2
i

∂βj

Si
P−→ 0,

であり，ainf , binf の組み合わせについても同様に 0に収束する．すると，(
∂ϕ̂

∂βj

ainf + ϕ̂binf

)
JR(α∗)−1 1

K

K∑
i=1

G
−1/2
i Si ≤

1

K

K∑
i=1

∂ϕ̂XT
i ∆iG

1/2
i

∂βj

R(α∗)−1G
−1/2
i Si

≤

(
∂ϕ̂

∂βj

asup + ϕ̂bsup

)
JR(α∗)−1 1

K

K∑
i=1

G
−1/2
i Si

と挟み撃ちの原理より

1

K

K∑
i=1

∂ϕ̂XT
i ∆iG

1/2
i

∂βj

R(α∗)−1G
−1/2
i Si

P−→ 0,

である．他の場合も同様であり

1

K

K∑
i=1

∂{DT
i V̂

−1

i }(β)Si

∂βT

P−→ 0,

が成り立つ．また，α̂と ϕ̂の
√
K-consistentcy (条件 1–2)より，K → ∞において，

DT
i V̂

−1

i Di
P−→ DT

i V
−1
i Di,

である．よって，
1

K

K∑
i=1

Ai
P−→ lim

K→∞
− 1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di,

が成り立つ．
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∂ϕ̂/∂βj = Op(1)の証明については，(補足 4)の結果がほぼそのまま適用できる．ここで，

rit =
Yit − a′(θit)√

a′′(θit)
,

とおく．ϕの推定量は

ϕ̂−1 =
1

nK − p

K∑
i=1

n∑
t=1

r2it,

を用いて得られる．したがって，∂r2it/∂βj = ∂ritrit/∂βjと見れば，(補足 4)と同様の議論
より，∂r2it/∂βj = Op(1)と言える．
(補足 3) 定義より，

∂Ui{β,α∗(β)}
∂α∗T =

∂DT
i V̂

−1

i (α∗)Si

∂α∗T ,

である．前補足とほぼ同様であり，各要素

DT
i

∂V̂
−1

i (α∗)

∂α∗
l

Si,

で考えれば良い．ここで，相関行列の非対角要素が高々αc
l (cは適当な正整数)であることと，

逆行列の微分の公式からR−1/∂α∗
l = −R−1(R/∂α∗

l )R
−1であることより，∂R(α∗)−1/∂α∗

l =

Op(1)である．α̂の
√
K-consistentcy (条件 1)，大数の弱法則および連続写像定理より，

ϕ̂ainf
∂R(α∗)−1

∂α∗
l

1

K

K∑
i=1

G
−1/2
i Si

P−→ 0,

ϕ̂asup
∂R(α∗)−1

∂α∗
l

1

K

K∑
i=1

G
−1/2
i Si

P−→ 0,

である．挟み撃ちの原理を用いれば，

1

K

K∑
i=1

∂DT
i V̂

−1

i Si

∂α∗
l

P−→ 0,

となる．したがって，
1

K

K∑
i=1

Bi = op(1),

である．
(補足 4) 一般のR(α)の (u, v)要素の推定量は

R∗
uv =

1

K − p

K∑
i=1

riuriv =
1

K − p

K∑
i=1

YiuYiv − a′(θiu)Yiv − a′(θiv)Yiu + a′(θiu)a
′(θiv)√

a′′(θiu)a′′(θiv)
,

の単純な関数により構成されている．よって，
∂riuriv
∂βj

=
−a′′(θiu)Yiv − a′′(θiv)Yiu + a′′(θiu)a

′(θiv) + a′(θiu)a
′′(θiv)√

a′′(θiu)a′′(θiv)

− YiuYiv − a′(θiu)Yiu − a′(θiv)Yiv + a′(θiu)a
′(θiv)

2{a′′(θiu)a′′(θiv)}3/2{a′′′(θiu)a′′(θiv) + a′′(θiu)a′′′(θiv)}
,
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である．ここで，大数の弱法則から，

1

K − p

K∑
i=1

a′′(θiu){a′(θiv)− Yiv}√
a′′(θiu)a′′(θiv)

P−→ 0,

1

K − p

K∑
i=1

a′′(θiv){a′(θiu)− Yiu}√
a′′(θiu)a′′(θiv)

P−→ 0,

である．また，

1

K − p

K∑
i=1

YiuYiv − a′(θiu)Yiu − a′(θiv)Yiv + a′(θiu)a
′(θiv)

2{a′′(θiu)a′′(θiv)}3/2{a′′′(θiu)a′′(θiv) + a′′(θiu)a′′′(θiv)}
=

1

K − p

K∑
i=1

ckriuriv,

と書け (ckは実定数)，

1

K − p

∣∣∣∣∣
K∑
i=1

ckriuriv

∣∣∣∣∣ ≤ d

K − p

∣∣∣∣∣
K∑
i=1

riuriv

∣∣∣∣∣ ,
を満たす様な実数 d < ∞が取れるため，α̂の

√
K-consistencyより，CについてもOp(1)

となることが分かる．また，他の場合も ritの積によって定義された似たような推定量が
用いられるため，同様の議論が成り立つ．原典では

∑K
i=1BiとCの漸近的な結果は簡単

に分かると書いてあるが，あまり簡単ではないように思える (ただし，私が勉強不足なだ
けで，もっとエレガントに証明できるかもしれない)．
(原典) (4.1) 式の第二項について，α∗(β) = αの周りでTaylor展開すると，
K∑
i=1

Ui{β,α∗(β)}√
K

=
K∑
i=1

Ui(β,α)√
K

+

{
1

K

∂
∑K

i=1Ui(β,α)

∂αT

}
√
K(α∗(β)−α) + op(1)

= A∗ +B∗C∗ + op(1),

(4.4)

である．∂Ui(β,α)/∂αTは期待値 0のSiの線型関数であるため，B∗ = op(1)が成り立つ．
また，条件 1–3のもとで，

C∗ =
√
K
[
α̂{β, ϕ̂(β)} − α̂(β, ϕ) + α̂(β, ϕ)−α

]
=

√
K

{
∂α̂(β, ϕ∗)

∂ϕ
(ϕ̂− ϕ) + α̂(β, ϕ)−α

}
= Op(1),

(4.5)

が成り立つ．結果的に，
∑K

i=1Ui{β,α∗(β)}/
√
Kは漸近的にA∗と同等であることが示さ

れた．
(補足 5) 定義より，

1

K

∂
∑K

i=1Ui(β,α)

∂αT
=

1

K

K∑
i=1

∂DT
i V

−1
i (α)DT

i

∂αT
,

である．これは期待値 0の確率変数 Siの線型関数になっているので，

E

[
DT

i

∂V−1
i

∂αl

Si

]
= E(Til) = 0,
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がそれぞれの (i, l)について成り立つ．ここでTi = (Ti1, . . . ,Tis)とおけば，あとは大数
の弱法則より，

B∗ =
1

K

K∑
i=1

Ti = op(1),

が示される．
(補足 6) (4.5) 式の一行目から二行目については，平均値の定理を用いれば，

α̂{β, ϕ̂(β)} − α̂(β, ϕ)

ϕ̂− ϕ
=

∂α̂(β, ϕ∗)

∂ϕ
,

ただし，ϕ∗は ϕ̂と ϕの中点である．これを変形して，

α̂{β, ϕ̂(β)} − α̂(β, ϕ) =
∂α̂(β, ϕ∗)

∂ϕ
(ϕ̂− ϕ),

を得る．ここで，

C∗ =
∂α̂(β, ϕ∗)

∂ϕ

√
K(ϕ̂− ϕ) +

√
K{α̂(β, ϕ)−α},

である．条件 3では ∂α̂(β, ϕ)/∂ϕ ≤ H(Y,β)，すなわち ϕとは無関係な関数で抑えられ
ることを仮定していることに注意すれば (実際，α̂は ϕ× (R∗

uvの関数)または (R∗
uvの関数)

のいずれかの場合で
√
K-consistentな推定量が構成できる)，連続写像定理と条件 1–3を

用いて，
C∗ ≤ H(Y,β)Op(1) +Op(1) = Op(1)Op(1) +Op(1) = Op(1),

となる．
(原典) A∗は平均ベクトル 0，分散共分散行列が，

lim
K→∞

1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Cov(Yi)V

−1
i Di,

の正規分布に従う．
(補足 7) 確率変数ベクトルYiについて，期待値は E(Yit) = a′(θit)，分散は存在するこ
とを仮定している．また，

K∑
i=1

Ui(β,α)√
K

=
K∑
i=1

DT
i V

−1
i Si√
K

である．よって，

E

{
K∑
i=1

DT
i V

−1
i Si√
K

}
=

1√
K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i E(Si) =

1√
K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i E{Yi − E(Yi)} = 0,

および，

Cov

{
K∑
i=1

DT
i V

−1
i Si√
K

}
=

1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Cov(Si)V

−1
i Di =

1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Cov(Yi)V

−1
i Di,
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である．したがって，多変量中心極限定理より，A∗は平均ベクトルが 0，分散共分散行
列が

lim
K→∞

1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Cov(Yi)V

−1
i Di,

の多変量正規分布に分布収束する．以上よりTheorem 2は示された．
(補足8) (4.1)式第一項は−[K−1

∑K
i=1Ai+BiC]−1であり，K → ∞において，K−1

∑K
i=1Ai

は limK→∞ −K−1
∑K

i=1D
T
i V

−1
i Diに確率収束し，また，K−1(

∑K
i=1Bi)C = op(1)Op(1) =

op(1)である．したがって，(4.1) 式第一項はK → ∞において，

M−1
0 =

(
lim

K→∞

1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di

)−1

,

に確率収束する．また，(4.1) 式第二項は平均ベクトルが 0，分散共分散行列が

M1 = lim
K→∞

1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Cov(Yi)V

−1
i Di,

の多変量正規分布に分布収束する．(4.1)式第二項の収束先をZ ∼ N(0,M1)と書けば，連
続写像定理より，

√
K(β̂G − β) ≈ (4.1)式 d−→ M−1

0 Z ∼ N(0,M−1
0 M1M

−1
0 ),

である．積の極限と極限の積は交換可能であるため，

M−1
0 M1M

−1
0 =

lim
K→∞

(
1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di

)−1{
1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Cov(Yi)V

−1
i Di

}(
1

K

K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di

)−1

,

が成り立つ．

5 考察
相関構造の誤特定によらず一致性がある，という主張については，(4.1) 式第二項が漸
近的にはA∗だけ評価すればよいという部分に依る．上述の通り，E(A∗) = 0であり，こ
れはV−1

i の構造には関係なく成り立つためである．
また，本文中にも言及があるように，β̂Gの推定においては α̂や ϕ̂の推定精度が問題と

なる．実際にはK が十分大きくなく，nが大きく，無構造の作業相関行列を仮定した場
合などは，正規近似がうまくいかずに信頼区間の被覆確率が名義よりもかなり小さくなっ
てしまうことは容易に想像できる．また，ϕ̂の

√
K-consistencyが成り立つためには Yitの

四次モーメントが有限であることを仮定する必要がある．
原典では正則条件についてはほぼ触れられていない．M0やM1が極限を含んだ形で示
されている点はかなり気がかりである．私は未読だが，GEEの漸近的な結果や正則条件
を議論している文献をいくつか挙げておく (Crowder, 1986; Li, 1997; Xie and Yang, 2003;

Balan and Schiopu-Kratina, 2005, 時間を見つけて読んでいきたい)．補足 1の剰余項が
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op(1)となるためには，Uiの二階偏微分が存在しかつパラメータベクトルの真値の近傍で
確率有界でなければならない．
また，Pepe and Anderson (1994)や Pan et al. (2000)にあるように，周辺分布の期待

値にある仮定が満たされない場合，対角以外の作業相関行列を用いると推定方程式が不偏
でなくなる場合があることが知られているため，注意が必要だろう．

6 推定アルゴリズムの概要
1. 独立の場合などから，初期値 β̂r (r = 1)を決める．

2. スケールパラメータがある場合はその推定量 ϕ̂rを，現在の β̂rの値により求める．

3. 作業相関行列の推定量 α̂rを，現在の β̂rと ϕ̂rの値により求める．

4. Di, Vi, Siを，現在の β̂r, ϕ̂r, α̂rの値により求める．

5. 以下により，β̂r+1に更新する

β̂r+1 = β̂r +

{
K∑
i=1

DT
i V

−1
i Di

}−1{ K∑
i=1

DT
i V

−1
i Si

}
.

6. 収束するまで 2–5を繰り返す．
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