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• tr 𝐘𝐘′𝐀𝐀𝐀𝐀 = tr 𝐀𝐀𝐀𝐀𝐘𝐘′ (定理1-6)

•二次形式の分布： 𝐘𝐘−𝛍𝛍
𝜎𝜎

′
𝐀𝐀 𝐘𝐘−𝛍𝛍

𝜎𝜎
∼ 𝜒𝜒2 𝑟𝑟

• 冪等行列𝐀𝐀 = 𝐀𝐀𝐀𝐀：rank 𝐀𝐀 = trace 𝐀𝐀
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メモ



•単一仮説の検定：𝛽𝛽1 = 0, 𝛽𝛽1 − 𝛽𝛽2 = 0
• 𝑡𝑡統計量のような検定統計量を用いる

•複数仮説の検定：𝛽𝛽1 = 𝛽𝛽2 = 0, 𝛃𝛃 = 𝟎𝟎
• 𝑡𝑡統計量では原理的に無理
• 𝛽𝛽1と𝛽𝛽2が同時に0になるときだけ0にな
る統計量を構成したい！
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複数仮説の検定



•和 𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽2 を評価する統計量はどうか？
• ダメ：𝛽𝛽1 = −𝛽𝛽2のときにも𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽2 = 0に
なってしまう

•候補は色々あるが…
• 平方和：𝛽𝛽12 + 𝛽𝛽22

• 絶対値の和： 𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽2
• etc…

•平方和はかなり扱いやすい
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複数仮説の検定



• 𝛽𝛽1 = 𝛽𝛽2 = 0だけでなく, 一般化すると

𝐻𝐻0:𝐂𝐂𝐂𝐂 =
𝐜𝐜1′𝛃𝛃
⋮

𝐜𝐜𝑚𝑚′ 𝛃𝛃
= 𝟎𝟎

⇔ 𝐻𝐻0: 𝐜𝐜1′𝛃𝛃 ′𝐜𝐜1′𝛃𝛃 + ⋯+ 𝐜𝐜𝑚𝑚′ 𝛃𝛃 ′𝐜𝐜𝑚𝑚′ 𝛃𝛃 = 0

⇔ 𝐻𝐻0: �
𝑗𝑗=1

𝑝𝑝

𝑐𝑐1𝑗𝑗𝛽𝛽𝑗𝑗

2

+ ⋯+ �
𝑗𝑗=1

𝑝𝑝

𝑐𝑐𝑚𝑚𝑗𝑗𝛽𝛽𝑗𝑗

2

= 0

•平方和を使うと複数仮説の検定をこのよ
うに考えることができる 5

平方和に基づく複数仮説の検定



•平方和の統計量はどうしたらよい？
•二次形式の分布は知っている (𝐀𝐀は冪等)

𝐘𝐘 − 𝛍𝛍
𝜎𝜎

′
𝐀𝐀

𝐘𝐘 − 𝛍𝛍
𝜎𝜎

∼ 𝜒𝜒2 𝑟𝑟

•二次形式は平方和の統計量を含む

∑𝑖𝑖 ∑𝑗𝑗 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑦𝑦𝑖𝑖−𝜇𝜇
𝜎𝜎

𝑦𝑦𝑗𝑗−𝜇𝜇
𝜎𝜎

•二次形式の分布をうまく使って複数仮説
の検定統計量を構成してみよう
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平方和の統計量



• 𝑈𝑈1,𝑈𝑈2が独立に自由度𝑑𝑑1,𝑑𝑑2のカイ二乗分
布に従うとき

𝑈𝑈1/𝑑𝑑1
𝑈𝑈2/𝑑𝑑2

∼ 𝐹𝐹 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2

• カイ二乗分布に従う確率変数を自由度
で割った統計量の比を𝐹𝐹統計量と呼ぶ
のであった
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𝐹𝐹統計量



•一番簡単な仮説の平方和版を考える
• 𝑚𝑚 = 1, 𝐜𝐜1′ = 𝑐𝑐11, 𝑐𝑐12, … , 𝑐𝑐1𝑝𝑝

• 𝐻𝐻0: 𝐜𝐜1′𝛃𝛃 ′𝐜𝐜1′ 𝛃𝛃 = ∑𝑗𝑗=1
𝑝𝑝 𝑐𝑐1𝑗𝑗𝛽𝛽𝑗𝑗

2
= 0

• これは当然
⇔ 𝐻𝐻0: 𝐜𝐜1′𝛃𝛃 = 0
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一つの平方和の仮説検定



•前回導いた𝑡𝑡検定統計量を, 二乗和を含む
様に拡張してみよう

• 𝑡𝑡 = 𝑍𝑍
𝑉𝑉/ 𝑛𝑛−𝑝𝑝

,𝑍𝑍 ∼ 𝑁𝑁 0,1 ,𝑉𝑉 ∼ 𝜒𝜒2 𝑛𝑛 − 𝑝𝑝

であった
•二乗和が含まれれば良いので…

• 𝑡𝑡2 = 𝑍𝑍2

𝑉𝑉/ 𝑛𝑛−𝑝𝑝
= 𝑍𝑍2/1

𝑉𝑉/ 𝑛𝑛−𝑝𝑝
∼ 𝐹𝐹 1,𝑛𝑛 − 𝑝𝑝
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𝐹𝐹統計量：平方和に基づく統計量



•同様に, 𝐜𝐜1′𝛃𝛃の場合は
•分子𝑍𝑍1の二乗を考えれば良い

•帰無仮説のもとで：𝑍𝑍1 = 𝐜𝐜1′ �𝛃𝛃

𝜎𝜎2𝐜𝐜1′ 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐜𝐜1

• 𝑍𝑍12 =?
𝑍𝑍12 = 𝐜𝐜1′ �𝛃𝛃

′
𝐜𝐜1′ 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐜𝐜1 −1 𝐜𝐜1′ �𝛃𝛃 /𝜎𝜎2
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𝐹𝐹統計量：平方和に基づく統計量



• 𝐜𝐜1′ �𝛃𝛃
′
𝐕𝐕−1 𝐜𝐜1′ �𝛃𝛃 , 𝐕𝐕 = 𝐜𝐜1′ 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐜𝐜1

�𝛃𝛃 = 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘
•代入すると

• 𝐜𝐜1′ �𝛃𝛃
′
𝐕𝐕−1 𝐜𝐜1′ �𝛃𝛃 =?

𝐘𝐘′ 𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐜𝐜1𝐕𝐕−1𝐜𝐜1′ 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′ 𝐘𝐘
•これは二次形式になっている
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𝐹𝐹統計量：平方和に基づく統計量



• 𝐀𝐀 = 𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐜𝐜1𝐕𝐕−1𝐜𝐜1′ 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′

• これは冪等行列である
• rank 𝐀𝐀 = trace 𝐀𝐀 =?

• (定理1-6) tr 𝐘𝐘′𝐀𝐀𝐀𝐀 = tr 𝐀𝐀𝐀𝐀𝐘𝐘′

• tr 𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐜𝐜1𝐕𝐕−1𝐜𝐜1′ 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′ =
tr 𝐕𝐕−1𝐜𝐜1′ 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐜𝐜1 =
tr 𝐕𝐕−1𝐕𝐕 = 1

• 𝐜𝐜1： 𝑝𝑝 × 1 12

𝐹𝐹統計量：平方和に基づく統計量



•分子の二乗がカイ二乗分布に従うことか
ら, 結局
• 𝑍𝑍12 ∼ 𝜒𝜒2 1

• 𝑉𝑉 = 𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 𝑠𝑠2

𝜎𝜎2
∼ 𝜒𝜒2 𝑛𝑛 − 𝑝𝑝

• 𝑡𝑡2 = 𝑍𝑍12/1
𝑉𝑉/ 𝑛𝑛−𝑝𝑝

∼ 𝐹𝐹 1,𝑛𝑛 − 𝑝𝑝

• 𝐹𝐹統計量を使っても𝑡𝑡検定と同じ仮説を評
価できる 13

𝐹𝐹統計量：平方和に基づく統計量



• 𝐂𝐂𝛃𝛃の場合の一般化を考える
• 𝐂𝐂：𝑚𝑚 × 𝑝𝑝である
•仮定より𝐂𝐂�𝛃𝛃 ∼ 𝑁𝑁(𝐂𝐂𝐂𝐂,𝜎𝜎2𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′)

• 𝐂𝐂�𝛃𝛃 =
𝐜𝐜1′ �𝛃𝛃
⋮

𝐜𝐜𝑚𝑚′ �𝛃𝛃
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複数仮説版の𝐹𝐹統計量



• 𝑚𝑚個の仮説について
•帰無仮説のもとで

𝐂𝐂�𝛃𝛃 ∼ 𝑁𝑁(𝟎𝟎,𝜎𝜎2𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′)
•うまく二乗和が出てくる統計量求める…

𝐂𝐂�𝛃𝛃
′
𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂 −1𝐂𝐂�𝛃𝛃/𝜎𝜎2
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複数仮説版の𝐹𝐹統計量



• 𝐂𝐂�𝛃𝛃
′
𝐖𝐖−1 𝐂𝐂�𝛃𝛃 ,𝐖𝐖 = 𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′

�𝛃𝛃 = 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐘𝐘
•代入すると

• 𝐂𝐂�𝛃𝛃
′
𝐖𝐖−1 𝐂𝐂�𝛃𝛃 =?

𝐘𝐘′ 𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′𝐖𝐖−1𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′ 𝐘𝐘
•これも当然二次形式になっている
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複数仮説版の𝐹𝐹統計量



• 𝐁𝐁 = 𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′𝐖𝐖−1𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′

• これは冪等行列である
• rank 𝐁𝐁 = trace 𝐁𝐁 =?

• (定理1-6) tr 𝐘𝐘′𝐀𝐀𝐀𝐀 = tr 𝐀𝐀𝐀𝐀𝐘𝐘′

• tr 𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′𝐖𝐖−1𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′ =
tr 𝐖𝐖−1𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐗𝐗′𝐗𝐗 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′ =
tr 𝐖𝐖−1𝐖𝐖 = 𝑚𝑚

• 𝐂𝐂： 𝑚𝑚 × 𝑝𝑝 17

𝐹𝐹統計量：平方和に基づく統計量



•結局

• 𝐂𝐂�𝛃𝛃
′
𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′ −1𝐂𝐂�𝛃𝛃/𝜎𝜎2 ∼ 𝜒𝜒2 𝑚𝑚

• 𝑉𝑉 = 𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 𝑠𝑠2

𝜎𝜎2
∼ 𝜒𝜒2 𝑛𝑛 − 𝑝𝑝

•
𝐂𝐂�𝛃𝛃

′
𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′

−1
𝐂𝐂�𝛃𝛃/𝑚𝑚𝜎𝜎2

𝑉𝑉/ 𝑛𝑛−𝑝𝑝
=

𝐂𝐂�𝛃𝛃
′
𝐂𝐂 𝐗𝐗′𝐗𝐗 −1𝐂𝐂′

−1
𝐂𝐂�𝛃𝛃/𝑚𝑚

𝑠𝑠2
∼ 𝐹𝐹 𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 𝑝𝑝
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𝐹𝐹統計量：平方和に基づく統計量



• 𝐂𝐂𝛃𝛃 = 𝟎𝟎の具体例を見て, どのような仮説
を検定できるのか検討しよう

• 𝐂𝐂 = 𝐈𝐈 =

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

• 𝐻𝐻0: ?

• 𝐻𝐻0:𝛽𝛽1 = 𝛽𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝛽𝑝𝑝 = 0
19

具体的な例1



• 𝐂𝐂 =

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
0 1 −1 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0 0
0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 1 −1

• 𝐻𝐻0:𝛽𝛽1 − 𝛽𝛽2 = 0,𝛽𝛽2 − 𝛽𝛽3 = 0, … ,𝛽𝛽𝑝𝑝−1 −
𝛽𝛽𝑝𝑝 = 0

• 𝐻𝐻0:𝛽𝛽1 = 𝛽𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝛽𝑝𝑝
20

具体的な例2



•単一の線型仮説の𝑡𝑡統計量を導出した
•複数仮説を同時に検定する𝐹𝐹統計量を導
出した
• 二次形式の分布の応用と冪等行列が重
要となる

• 一般線型モデルにおける𝐹𝐹検定は𝑡𝑡検定
の自然な拡張であった

21

おさらい
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