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•一般線型モデル (General Linear Models) 
における推測の理解
• 線型モデル (t 検定・単回帰・重回帰・
分散分析・共分散分析) の統一表現

• ガウス-マルコフの定理
• 一般化最小二乗推定量
• 線型仮説の検定
• 最尤推定量
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本講義のねらい



• 線型モデル
• Rencher AC, Schaalje GB. Linear Models in 

Statistics, 2nd ed. Wiley, 2008.

• Ravishanker N, Dey DK. A First Course in Linear 
Model Theory. Chapman & Hall/CRC, 2001.

• Monahan JF. A Primer on Linear Models. Chapman 
& Hall/CRC, 2008.

• 線型代数
• Harville DA. Matrix Algebra from a Statiscian's

Perspective. Springer, 1997.
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本講義の参考図書



一般線型モデル
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•モデル (Model): 模型
• 実物の縮小, 問題を単純化したもの, ひ
な形, お手本

• プラモデル, ファッションモデル
•統計モデル

• 統計学的推測のために, すなわち, デー
タを説明するための近似式
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統計モデルとは？



•なぜ近似式で表現するのか？
• 客観的であるから
• 定量的であるから
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統計モデルとは？



•一般線型モデル (General Linear Models)
• 以下の形式で表わされるモデルを指す

𝐘𝐘 = 𝐗𝐗𝐗𝐗 + 𝛜𝛜
• 𝐘𝐘: 𝑛𝑛 × 1次元の観測値確率変数ベクトル
• 𝐗𝐗: 𝑛𝑛 × 𝑝𝑝次元の定数行列
• 𝐗𝐗: 𝑝𝑝 × 1次元の未知パラメータベクトル
• 𝛜𝛜: 𝑛𝑛 × 1次元の平均が0の誤差確率変数
ベクトル
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一般線型モデル



•本講義のゴール
• 一般線型モデルの一般解法の理解

•御利益
• 一般線型モデルを使いこなせるように
なる

• 一般線型モデル以外のモデルを理解す
る際の助けとなる⇒一般化線型モデル,
一般化線型混合モデル, Cox回帰モデル
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講義のゴールと達成目標



• 理解できるとよい点
• 一般線型モデルの解法が複数あるという点

(一般線型モデルだけではないが)
• 注意点

• 本講義では計算と理解を優先して数学的な
議論は極力省いた

• より厳密・発展的な議論のためには数学が
必須になる

• 本講義は頻度論の理論をベースに想定 9

講義のゴールと達成目標



•世間的には特に区別されていないが本講
義では「線型」を使う

•根拠
• 線形：Linear shape
• 線型：Linear type
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線形と線型



線型代数の復習

11



•一般線型モデルの推測では線型代数の定
理・概念を多用します

•線型代数の基本が分からないと先に進め
ないため復習します

•行列演算がしっかり頭に入っていないと
教科書も論文も読めない
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線型代数の復習



• スカラーは斜体で書きます; 例：𝑎𝑎1,𝜃𝜃,𝛽𝛽𝑗𝑗
• ベクトルは小文字太字の立体で書きます

• 𝑝𝑝次元ベクトル： 𝐚𝐚 =

𝑎𝑎1
𝑎𝑎2
⋮
𝑎𝑎𝑝𝑝

• 単にベクトルというときは列ベクトル
• 行ベクトルは 𝐚𝐚′ = 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 ⋯ 𝑎𝑎𝑝𝑝

• 転置は ′とします
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ベクトル・行列の表記法と注意点



•行列は大文字太字の立体で書きます
• 𝑛𝑛 × 𝑝𝑝次元行列：

𝐗𝐗 =

𝑥𝑥11 𝑥𝑥12 ⋯ 𝑥𝑥1𝑝𝑝
𝑥𝑥21 𝑥𝑥22 ⋯ 𝑥𝑥2𝑝𝑝
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛1 𝑥𝑥𝑛𝑛2 ⋯ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑝𝑝

= 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗 ,

1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛, 1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑝𝑝.
• 𝑝𝑝次元ベクトル＝ 𝑝𝑝 × 1次元行列
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ベクトル・行列の表記法と注意点



•単位行列は 𝐈𝐈もしくは 𝐈𝐈𝑛𝑛 (添え字は次元) 

とします：𝐈𝐈𝑛𝑛 =
1 ⋯ 0
0 ⋱ 0
0 ⋯ 1

(𝑛𝑛 × 𝑛𝑛次元)

•対角行列は diag 𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛 とします

diag 𝑎𝑎1, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛 =
𝑎𝑎1 ⋯ 0
0 ⋱ 0
0 ⋯ 𝑎𝑎𝑛𝑛
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ベクトル・行列の表記法と注意点



•ゼロベクトル、ゼロ行列

𝟎𝟎 =

0
0
⋮
0

,𝐎𝐎 =

0 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0

•逆行列は −1、一般化逆行列は −

•本講義ではベクトル・行列の要素は全て
実数とします (∈ ℝ)
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ベクトル・行列の表記法と注意点



•転置 𝐗𝐗′ の定義

𝐗𝐗′ =

𝑥𝑥11 𝑥𝑥21 ⋯ 𝑥𝑥𝑛𝑛1
𝑥𝑥12 𝑥𝑥22 ⋯ 𝑥𝑥𝑛𝑛2
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑥𝑥1𝑝𝑝 𝑥𝑥2𝑝𝑝 ⋯ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑝𝑝

= 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑖𝑖 .

•定理1-1
• 𝐀𝐀′ ′ = 𝐀𝐀
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ベクトル・行列の表記法と注意点



•行列の和(差)は同じ次元の行列同士だけ
で定義され、対応する要素同士の和(差)
となる

• 𝐀𝐀 =
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 , 𝐁𝐁 = 𝑏𝑏11 𝑏𝑏12

𝑏𝑏21 𝑏𝑏22
• 𝐀𝐀 + 𝐁𝐁 =?

𝐀𝐀 + 𝐁𝐁 = 𝑎𝑎11 + 𝑏𝑏11 𝑎𝑎12 + 𝑏𝑏12
𝑎𝑎21 + 𝑏𝑏21 𝑎𝑎22 + 𝑏𝑏22

= {𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗 + 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑗𝑗}
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行列の和と差



•行列の次元が同じでないと和(差)をとる
ことはできない、次元を意識するように
すべし

•定理1-2
• 𝐀𝐀 + 𝐁𝐁 = 𝐁𝐁 + 𝐀𝐀

• 𝐀𝐀 + 𝐁𝐁 ′ = 𝐀𝐀′ + 𝐁𝐁𝐁
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行列の和と差



• 𝐀𝐀2 = 5 2
1 3 , 𝐁𝐁2 = 4 6

4 7

• 𝐀𝐀2 + 𝐁𝐁2 = 9 8
5 10

• 𝐀𝐀3 = 13 4
1 8 , 𝐁𝐁3 = −5 4

7 0

• 𝐀𝐀3 − 𝐁𝐁3 = 18 0
−6 8
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練習問題



•行列をスカラー倍すると、各要素をスカ
ラー倍したものになる

• 𝐀𝐀 =
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

• 𝑐𝑐𝐀𝐀 =?

• 𝑐𝑐𝐀𝐀 =
𝑐𝑐𝑎𝑎11 𝑐𝑐𝑎𝑎12
𝑐𝑐𝑎𝑎21 𝑐𝑐𝑎𝑎22 = 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗
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行列のスカラー倍



•行列の積𝐀𝐀𝐁𝐁は、𝐀𝐀の列数と𝐁𝐁の行数が等
しい場合にのみ定義される

•一般に、𝐀𝐀𝐁𝐁 ≠ 𝐁𝐁𝐀𝐀
• 𝐀𝐀𝐁𝐁 =?

𝐀𝐀𝐁𝐁 = 𝑎𝑎11𝑏𝑏11 + 𝑎𝑎12𝑏𝑏21 𝑎𝑎11𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎12𝑏𝑏22
𝑎𝑎21𝑏𝑏11 + 𝑎𝑎22𝑏𝑏21 𝑎𝑎21𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎22𝑏𝑏22

= �
𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘𝑗𝑗
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行列の積



•行列の次元が合っていないと積をとれな
い：次を瞬時に処理できるように
• (𝑎𝑎 × 𝑏𝑏次元)× (𝑏𝑏 × 𝑐𝑐次元)=(𝑎𝑎 × 𝑐𝑐次元)
• (𝑎𝑎 × 𝑏𝑏次元)× (𝑐𝑐 × 𝑏𝑏次元)：定義できず

23

行列の積

𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑏𝑏

𝑐𝑐

× = 𝑎𝑎

𝑐𝑐



•次の各行列の積は何次元？
• (4×6次元)×(6×1次元)=(4 × 1 次元)
• (2×1次元)×(2×1次元)=(定義不能 )
• (6×6次元)×(6×9次元)=(6 × 9 次元)

• 𝐀𝐀2 = 5 2
1 3 , 𝐁𝐁2 = 4 6

4 7

• 𝐀𝐀2𝐁𝐁2 = 28 44
16 27
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練習問題



•単位行列との積：𝐈𝐈𝐀𝐀 = 𝐀𝐀𝐈𝐈 = 𝐀𝐀
•分配則は成立する

• 𝐀𝐀 𝐁𝐁 + 𝐂𝐂 = 𝐀𝐀𝐁𝐁 + 𝐀𝐀𝐂𝐂

• 𝐀𝐀 − 𝐁𝐁 𝐂𝐂 = 𝐀𝐀𝐂𝐂 − 𝐁𝐁𝐂𝐂
•練習問題 (ヒント：上式を用いる)
𝐀𝐀 − 𝐁𝐁 𝐂𝐂 − 𝐃𝐃 = 𝐀𝐀 − 𝐁𝐁 𝐂𝐂 − 𝐀𝐀 − 𝐁𝐁 𝐃𝐃

= 𝐀𝐀𝐂𝐂 − 𝐁𝐁𝐂𝐂 − 𝐀𝐀𝐃𝐃 + 𝐁𝐁𝐃𝐃
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行列の積



•内積 (転置が間に挟まる)
• 𝐚𝐚′𝐚𝐚 = 𝑎𝑎1𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2𝑎𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎𝑝𝑝
• (1 × 𝑝𝑝次元)×(𝑝𝑝 × 1次元)=(1 × 1次元)

•結果が正方行列になるベクトル積

• 𝐚𝐚𝐚𝐚′ =
𝑎𝑎12 ⋯ 𝑎𝑎1𝑎𝑎𝑝𝑝
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎1 ⋯ 𝑎𝑎𝑝𝑝2

• (𝑝𝑝 × 1次元)×(1 × 𝑝𝑝次元)=(𝑝𝑝 × 𝑝𝑝次元)
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覚えておくと便利



•二次形式
• 𝐱𝐱 (𝑝𝑝 × 1次元), 𝐀𝐀 (𝑝𝑝 × 𝑝𝑝次元)
• 𝐱𝐱′𝐀𝐀𝐱𝐱 = ∑𝑖𝑖 ∑𝑗𝑗 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑖𝑖𝑥𝑥𝑗𝑗
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覚えておくと便利



•定理1-3
• 𝐚𝐚′𝐛𝐛 = 𝐛𝐛′𝐚𝐚

•定理1-4
• (𝐀𝐀𝐁𝐁)𝐁 = 𝐁𝐁𝐁𝐀𝐀′

•系1-1
• (𝐀𝐀𝐁𝐁𝐂𝐂)𝐁 = 𝐂𝐂𝐁𝐁𝐁𝐁𝐀𝐀′
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覚えておくと便利



•通常の逆行列はフルランクの正方行列
(正則行列) でしか定義されない
• 𝐀𝐀−𝟏𝟏𝐀𝐀 = 𝐀𝐀𝐀𝐀−𝟏𝟏 = 𝐈𝐈

• 𝐀𝐀−𝟏𝟏 −𝟏𝟏 = 𝐀𝐀
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逆行列の性質



• 𝐀𝐀 = 4 7
2 6 , 𝐀𝐀−𝟏𝟏 = 0.6 −0.7

−0.2 0.4
• 𝐀𝐀𝐀𝐀−𝟏𝟏 =?

4 7
2 6

0.6 −0.7
−0.2 0.4

= 2.4 − 1.4 −2.8 + 2.8
1.2 − 1.2 −1.4 + 2.4 = 1 0

0 1
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練習問題



•行列の各要素を微分したもの

• 𝐀𝐀 =
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 , 𝐁𝐁 = 𝑏𝑏11 𝑏𝑏12

𝑏𝑏21 𝑏𝑏22
• 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗 , 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑗𝑗が𝜃𝜃で微分可能とすると

• 𝜕𝜕𝐀𝐀
𝜕𝜕𝜃𝜃

=
𝜕𝜕𝑎𝑎11
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝜕𝜕𝑎𝑎12
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝜕𝜕𝑎𝑎21
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝜕𝜕𝑎𝑎22
𝜕𝜕𝜃𝜃

と書ける
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行列のスカラー微分



•行列積𝐀𝐀𝐁𝐁のスカラー𝜃𝜃による微分を考え
る

• 𝜕𝜕𝐀𝐀𝐁𝐁
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 𝜕𝜕𝐀𝐀
𝜕𝜕𝜃𝜃
𝐁𝐁+𝐀𝐀𝜕𝜕𝐁𝐁

𝜕𝜕𝜃𝜃

• これについては積の微分の公式をその
まま適用できる
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行列積のスカラー微分



• 𝐀𝐀は正方行列で逆行列が存在し, 𝜃𝜃で微分
可能とする

• 𝜕𝜕𝐀𝐀
−𝟏𝟏

𝜕𝜕𝜃𝜃
=?

𝜕𝜕𝐀𝐀−𝟏𝟏

𝜕𝜕𝜃𝜃
= −𝐀𝐀−𝟏𝟏

𝜕𝜕𝐀𝐀
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝐀𝐀−𝟏𝟏
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応用：逆行列の微分



•スカラーをベクトルの各要素で微分して
微分するベクトルと同じ形に並べたもの

• 𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝐱𝐱

=

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥2
⋮
𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑝𝑝
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スカラーのベクトル微分

次元はこのベクトルと同じ！



• 𝐱𝐱 = 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4 𝐁, 𝐜𝐜も同次元のベクトル

• 𝜕𝜕 𝑥𝑥1+𝑥𝑥2+𝑥𝑥3+𝑥𝑥4
𝜕𝜕𝐱𝐱

=
1
1
1
1

• 𝜕𝜕𝐱𝐱
′𝐜𝐜

𝜕𝜕𝐱𝐱
= 𝐜𝐜
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練習問題



• 𝜕𝜕𝐱𝐱
′𝐱𝐱

𝜕𝜕𝐱𝐱
= 2𝐱𝐱

• 𝜕𝜕𝑥𝑥
2

𝜕𝜕𝑥𝑥
= 2𝑥𝑥の類推

• 𝜕𝜕𝐱𝐱
′𝐱𝐱

𝜕𝜕𝐱𝐱
⇒ 𝜕𝜕𝐱𝐱′

𝜕𝜕𝐱𝐱
𝐱𝐱 + 𝐱𝐱′ 𝜕𝜕𝐱𝐱

𝜕𝜕𝐱𝐱
(積の微分の公式)

• 𝜕𝜕𝐱𝐱
′

𝜕𝜕𝐱𝐱
𝐱𝐱 = 𝐱𝐱

• 𝐱𝐱′ 𝜕𝜕𝐱𝐱
𝜕𝜕𝐱𝐱
⇒ 𝜕𝜕𝐱𝐱′

𝜕𝜕𝐱𝐱
𝐱𝐱 = 𝐱𝐱
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スカラーのベクトル微分の応用

𝜕𝜕𝐱𝐱′

𝜕𝜕𝐱𝐱
,
𝜕𝜕𝐱𝐱
𝜕𝜕𝐱𝐱′

この形の時だけ
微分できる

スカラーは転置
しても不変

定理1-4 𝐱𝐱′𝐱𝐱 ′ = 𝐱𝐱′𝐱𝐱



• これは・・・

• 𝜕𝜕𝐱𝐱′

𝜕𝜕𝐱𝐱
= 𝐈𝐈になる

• 𝜕𝜕 𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3

𝜕𝜕
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3

=

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
𝜕𝜕𝑥𝑥3

• 𝜕𝜕𝐱𝐱′

𝜕𝜕𝐱𝐱
𝐱𝐱 = 𝐈𝐈𝐱𝐱 = 𝐱𝐱
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ベクトルのベクトル微分



•計算結果がベクトルになってさえいれば, 
ベクトルのベクトル微分は定義可能

• 𝐀𝐀: 𝑎𝑎 × 𝑏𝑏次元行列, 𝐁𝐁: 𝑏𝑏 × 𝑐𝑐次元行列, 𝐱𝐱: 𝑐𝑐 ×
1次元ベクトル
𝜕𝜕𝐀𝐀𝐁𝐁𝐱𝐱
𝜕𝜕𝐱𝐱′

=
𝜕𝜕𝐀𝐀𝐁𝐁𝐱𝐱
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝐀𝐀𝐁𝐁𝐱𝐱
𝜕𝜕𝑥𝑥2

⋯
𝜕𝜕𝐀𝐀𝐁𝐁𝐱𝐱
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑐𝑐

𝐀𝐀𝐁𝐁𝐱𝐱は𝑎𝑎 × 1次元行列で, 𝐱𝐱′は1 × 𝑐𝑐次元ベ
クトルなので, 𝑎𝑎 × 𝑐𝑐次元行列になる
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ベクトルのベクトル微分の一般型



•行列とベクトルの微分は定義されるケー
スが限られる
• スカラーはスカラーまたはベクトルに
よる微分が定義できる

• ベクトルはスカラーまたはベクトルに
よる微分が定義できる

• 行列はスカラーによる微分だけ定義で
きる
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行列・ベクトルの微分まとめ



•トレースは正方行列において対角要素の
和で定義される

• 𝐀𝐀 =
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗

• tr 𝐀𝐀 = 𝑎𝑎11 + 𝑎𝑎22 = ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

40

トレース



•行列𝐀𝐀と𝐁𝐁は正方行列とする
•行列𝐂𝐂は𝑛𝑛 × 𝑝𝑝、𝐃𝐃は𝑝𝑝 × 𝑛𝑛とする
•定理1-5

• tr 𝐀𝐀 + 𝐁𝐁 = tr 𝐀𝐀 + tr 𝐁𝐁
•定理1-6

• tr 𝐂𝐂𝐃𝐃 = tr 𝐃𝐃𝐂𝐂
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トレースの性質
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