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• 前回まで (点推定のみ)

• 基本的には誤差の三条件の仮定のみ

• 期待値と分散だけに条件を置いて, 具体
的な確率分布を仮定しなかった

• 今回

• 仮説検定と信頼区間を議論するため, 誤
差の三条件に加え, 正規性の仮定を置く
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今回のお話



• 正規性の仮定

𝐘 ∼ 𝑁 𝐗𝛃, 𝜎2𝐈

• 系6-1

• 𝑌𝑖 ∼ 𝑁 𝐱𝑖
′𝛃, 𝜎2
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正規性の仮定



• 一般線型仮説の検定 (General linear 

hypothesis tests)

• 帰無仮説：𝐻0: 𝐂𝛃 = 𝟎

• 対立仮説：𝐻1: 𝐂𝛃 ≠ 𝟎

• 𝐂：𝑚 × 𝑝次元の対比係数行列

• 𝐂 = 𝐜1
′ 𝐜2

′ ⋯ 𝐜𝑚
′ ′

• 𝑚 × 𝑝 × 𝑝 × 1 = 𝑚 × 1 なので, 𝑚
個の仮説を同時に検定できる

4

ゴール



•𝑚 = 1の場合, 単一仮説の検定が得られる

• 𝐻0: 𝐂𝛃 = 𝐜1
′𝛃 = 0 仮説検定になる

𝐜1
′𝛃 = 𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑝

𝛽1
𝛽2
⋮
𝛽𝑝

=

𝑗=1

𝑝

𝑐1𝑗𝛽𝑗
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単一仮説の検定



• 一般の𝑚の場合

• 𝐻0: 𝐂𝛃 =

𝐜1
′

𝐜2
′

⋮
𝐜𝑚
′

𝛽1
𝛽2
⋮
𝛽𝑝

=

𝐜1
′𝛃

𝐜2
′𝛃
⋮

𝐜𝑚
′ 𝛃

= 𝟎

• 𝑚個の仮説を“同時に”評価する方法

• これは𝐹検定になる

• なぜ𝐹検定が現れるのか？ 𝐹検定の意味
は？
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複数仮説の検定



• 知りたい仮説の統計量 (推定量) の分布が
分かれば, 仮説検定を構成できる

• 今 𝐻0: 𝐂𝛃 = 𝐜1
′𝛃 = 0 なる単一仮説の検定

を行いたいとする

• 𝐜1
′𝛃 が 0 かどうかを検定したいので, 帰

無仮説のもとでの, これの推定量 𝐜1
′ 𝛃 を

もとに統計量を構成すればいい

• 𝐜1
′ 𝛃 − 𝐜1

′𝛃 = 𝐜1
′ 𝛃 の分布が必要
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単一仮説の検定と仮説検定の基本



• 一番単純な場合を考える

• 𝐜1
′ = 1 , 𝑝 = 1, 𝐗 = 𝟏 = 1,1, … , 1 ′

𝐻0: 𝐜1
′𝛃 = 𝛽1 = 0

𝐘 ∼ 𝑁 𝟏𝛽1, 𝜎
2𝐈

• 𝛃 = 𝐗′𝐗 −1𝐗′𝐘

• 𝐜1
′ 𝛃 = 1 𝟏′𝟏 −1𝟏′𝐘 = 𝑛−1σ𝑖=1

𝑛 𝑌𝑖 = ത𝑌

• この分布が分かればよい？
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一番単純な単一仮説の検定の場合



• 𝐜1
′ 𝛃の分布は何になる？

• 正規分布の和なので, 正規分布に従う

• 仮定より, 𝑌𝑖 ∼ 𝑁 𝛽1, 𝜎
2

• 𝑌𝑖/𝑛 ∼ 𝑁 𝛽1/𝑛, 𝜎
2/𝑛2

• σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖 /𝑛 ∼ 𝑁 𝛽1, 𝜎

2/𝑛
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一番単純な単一仮説の検定の場合



𝐜1
′ 𝛃 =

𝑖=1

𝑛

𝑌𝑖 /𝑛 ∼ 𝑁 0, 𝜎2/𝑛

• これで統計量の分布が完全にわかった？

• ✕：𝜎2は未知パラメータ, これもなんと
かしたい

• 若干の準備をしておく

𝐜1
′ 𝛃

𝜎2/𝑛
∼ 𝑁 0,1
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帰無仮説のもとでの分布



• 𝑍が標準正規分布𝑁 0, 1 に従い, 𝑉が𝑍と
は独立に自由度𝜈の𝜒2分布に従うとき,

𝑇 =
𝑍

𝑉/𝜈
,

は自由度𝜈の𝑡分布に従う

• 𝜒2分布に従う確率変数を見つけてあげれ
ばいい
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𝑡統計量



• 今までにもう一つの推定量が登場していま

した：𝑠2 =
𝐘−𝐗𝛃

′
𝐘−𝐗𝛃

𝑛−𝑝

• 一番簡単なとき

• 𝑠2 =
𝐘−𝟏𝛃

′
𝐘−𝟏𝛃

𝑛−1
=

σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−ത𝑌 2

𝑛−1

𝑛 − 1 𝑠2

𝜎2
=

𝑖=1

𝑛
𝑌𝑖 − ത𝑌

𝜎

2

∼?

• 標準正規分布の二乗和の形になっている
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𝑛 − 1 𝑠2/𝜎2の分布



• 𝑌𝑖~𝑁 𝜇, 𝜎2 , 𝑍𝑖~𝑁 0,1 のとき

• 定義：𝑍𝑖
2 ∼ 𝜒2 1 , σ𝑖=1

𝑛 𝑍𝑖
2 ∼ 𝜒2 𝑛 , 

σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−𝜇

𝜎

2
∼ 𝜒2 𝑛 ,

𝑌𝑖−𝜇

𝜎
∼ 𝑁 0,1

• 偏差平方和の分布 (直感的な説明)

• σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−ത𝑌

𝜎

2

= σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−𝜇

𝜎

2
−

ത𝑌−𝜇 2

𝜎2/𝑛
⇔

σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−ത𝑌

𝜎

2

+
ത𝑌−𝜇 2

𝜎2/𝑛
= σ𝑖=1

𝑛 𝑌𝑖−𝜇

𝜎

2

• σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−ത𝑌

𝜎

2

∼ 𝜒2 𝑛 − 1
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カイ二乗分布の復習



• 𝑍が標準正規分布𝑁 0, 1 に従い, 𝑉が𝑍と
は独立に自由度𝜈の𝜒2分布に従うとき,

𝑇 =
𝑍

𝑉/𝜈
,

は自由度𝜈の𝑡分布に従う
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𝑡統計量 (再掲)



• 𝑍 ∼ 𝑁 0, 1 , 𝑉 ∼ 𝜒2 𝜈 なら 𝑇 =
𝑍

𝑉/𝜈
∼ 𝑡 𝜈

• 一番単純な場合

• 𝑍：
𝐜1
′𝛃

𝜎2/𝑛
∼ 𝑁 0,1

• 𝑉 ：
𝑛−1 𝑠2

𝜎2
∼ 𝜒2 𝑛 − 1

• 𝑇：
𝐜1
′𝛃

𝜎2/𝑛

𝑛−1 𝑠2

𝑛−1 𝜎2

−1/2

=
𝐜1
′𝛃

𝑠2/𝑛
~𝑡 𝑛 − 1

• Var 𝐜1
′ 𝛃 = 𝑠2𝐜1

′ 𝐗′𝐗 −1𝐜1 = 𝑠2/𝑛
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𝑡統計量の導出：一番単純な場合



• 一番簡単な場合は説明できた：𝐜1
′ = 1 , 

𝑝 = 1, 𝐗 = 𝟏 = 1,1,… , 1 ′

• 今度はこれの一般化を考えたい

• 行列による表記ができないだろうか？

• 𝐜1
′ 𝛃の方は正規分布だったので簡単そう

• 𝑠2は行列表記できたが, これの分布はど
うなるのだろうか？
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結果の一般化



• 𝐜1
′ 𝛃 =
𝐜1
′ 𝐗′𝐗 −1𝐗′𝐘 ∼ 𝑁 𝐜1

′𝛃, 𝜎2𝐜1
′ 𝐗′𝐗 −1𝐜1

• E 𝐜1
′ 𝛃 = 𝐜1

′E 𝛃 , Var 𝐜1
′ 𝛃 = 𝐜1

′Cov 𝛃 𝐜1

• したがって, 

𝑍 =
𝐜1
′ 𝛃 − 𝐜1

′𝛃

𝜎2𝐜1
′ 𝐗′𝐗 −1𝐜1

∼ 𝑁 0,1
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𝐜1
′ 𝛃の分布



• 𝐘′𝐀𝐘の形を二次形式と呼ぶのであった

• 𝐘′𝐀𝐘 = σ𝑖σ𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗

• 二次形式を用いれば二乗和の形を行列で
表現できる

• σ𝑖 𝑦𝑖
2 = 𝐘′𝐈𝐘

• σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−𝜇

𝜎

2
=

𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐈

𝐘−𝛍

𝜎
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二次形式の分布



• 一般線型モデルでは二次形式の分布が重
要である

• 定理6-1

• 𝐀が冪等行列であり, 𝑟 = rank 𝐀 である
とする

• 𝐙 ∼ 𝑁 𝟎, 𝐈 のとき𝐙′𝐀𝐙 ∼ 𝜒2 𝑟
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二次形式の分布



• 𝐀 = 𝐀𝐀をみたす正方行列のことを冪等
行列とよぶ

• 冪等行列𝐀については

rank 𝐀 = tr 𝐀

がなりたつ

• 冪等行列の例

𝐗 𝐗′𝐗 −1𝐗′
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冪等行列 (idempotent matrix)



• ちょっと易しめのケースから検討

• 𝐘 ∼ 𝑁 𝛍, 𝜎2𝐈 のとき

•
𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐀

𝐘−𝛍

𝜎
∼ 𝜒2 𝑟

• ちなみに

•
𝐘′𝐀𝐘

𝜎2
∼ 𝜒2 𝑟,

1

2𝜎2
𝛍′𝐀𝛍 ：非心カイ二乗

分布
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二次形式の分布



• σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−ത𝑌

𝜎

2

= σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−𝜇

𝜎

2
−

ത𝑌−𝜇 2

𝜎2/𝑛

• σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−𝜇

𝜎

2
=

𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐈

𝐘−𝛍

𝜎
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二次形式による偏差平方和の分布



• 𝐣 = 1 ⋯ 1 ′, 𝐉 =
1 ⋯ 1
⋮ ⋱ ⋮
1 ⋯ 1

•
ത𝑌−𝜇 2

𝜎2/𝑛
= 𝑛

1

𝑛
𝐣′

𝐘−𝛍

𝜎

2

= 𝑛
1

𝑛

𝐘 − 𝛍

𝜎

′

𝐣
1

𝑛
𝐣′

𝐘 − 𝛍

𝜎

=
𝐘 − 𝛍

𝜎

′
1

𝑛
𝐉

𝐘 − 𝛍

𝜎
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二次形式による偏差平方和の分布



• σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖−ത𝑌

𝜎

2

=
𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐈 −

1

𝑛
𝐉

𝐘−𝛍

𝜎
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二次形式による偏差平方和の分布



•
𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐈 −

1

𝑛
𝐉

𝐘−𝛍

𝜎
の分布を求めよう

• 𝐈 −
1

𝑛
𝐉は冪等行列である

• rank 𝐈 −
1

𝑛
𝐉 = tr 𝐈 −

1

𝑛
𝐉 = 𝑛 − 1

•
𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐈 −

1

𝑛
𝐉

𝐘−𝛍

𝜎
∼ 𝜒2 𝑛 − 1
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二次形式による偏差平方和の分布



• 𝐘 ∼ 𝑁 𝛍, 𝜎2𝐈 , 𝐗：𝑛 × 𝑝, rank 𝐀 = 5

•
𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐀

𝐘−𝛍

𝜎
∼ 𝜒2 5 ?

•
𝐘−𝛍

𝜎

′ 1

𝑛
𝐉

𝐘−𝛍

𝜎
∼ 𝜒2 1 ?

•
𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐗 𝐗′𝐗 −1𝐗′

𝐘−𝛍

𝜎
∼ 𝜒2 𝑝 ?

•
𝐘−𝛍

𝜎

′
𝐈 − 𝐗 𝐗′𝐗 −1𝐗′

𝐘−𝛍

𝜎
~

𝜒2 𝑛 − 𝑝 ?
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練習問題



• 冪等行列𝐀を用い𝑠2は二次形式で書けた

• 𝑠2 =
1

𝑛−𝑝
𝐘′𝐀𝐘 =

1

𝑛−𝑝
𝐘 − 𝐗𝛃 ′𝐀 𝐘 − 𝐗𝛃

• 𝐀 = 𝐈 − 𝐗 𝐗′𝐗 −1𝐗′

• rank 𝐀 = tr 𝐀 = 𝑛 − 𝑝

• したがって

• 𝑛 − 𝑝
𝑠2

𝜎2
= 𝐙′𝐀𝐙 ∼ 𝜒2 𝑛 − 𝑝

• 𝐙 =
𝐘−𝐗𝛃

𝜎 27

𝑛 − 𝑝 𝑠2/𝜎2 ∼ 𝜒2 𝑛 − 𝑝



• 𝑍 =
𝐜1
′ 𝛃−𝐜1

′𝛃

𝜎2𝐜1
′ 𝐗′𝐗 −1𝐜1

∼ 𝑁 0,1 [スライド17]

• 𝑉 = 𝑛 − 𝑝
𝑠2

𝜎2
∼ 𝜒2 𝑛 − 𝑝

•
𝑍

𝑉/ 𝑛−𝑝
=

𝐜1
′ 𝛃

𝜎2𝐜1
′ 𝐗′𝐗 −1𝐜1

1

𝑛−𝑝
𝑠2

𝜎2
/ 𝑛−𝑝

=

𝐜1
′ 𝛃

𝑠2𝐜1
′ 𝐗′𝐗 −1𝐜1

=
𝐜1
′ 𝛃

Var 𝐜1
′ 𝛃

∼ 𝑡 𝑛 − 𝑝

• Var 𝐜1
′ 𝛃 = 𝑠2𝐜1

′ 𝐗′𝐗 −1𝐜1
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𝑡統計量の導出：練習問題



• 𝐜1
′ = 1 0 ⋯ 0

• 𝛃′ = 𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑝 とする

• 𝐜1
′𝛃 =?

• 𝐜1
′𝛃 = 𝛽1, 𝐻0: 𝛽1 = 0

•
𝐜1
′ 𝛃

𝑠2𝐜1
′ 𝐗′𝐗 −1𝐜1

=?

•
𝛽1

𝑠2𝑔1
, 𝑔1 = 𝐗′𝐗 −1の 1,1 要素
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具体例：練習問題



• 𝐀が冪等行列ならば, その固有値は0また
は1のみである

• 固有値・固有ベクトルの定義から：
𝐀𝐱 = 𝜆𝐱

• 𝐀𝐱 = 𝐀𝐀𝐱 = 𝐀𝜆𝐱 = 𝜆2𝐱

• 𝜆𝐱 = 𝜆2𝐱 ⇔ 𝜆 1 − 𝜆 𝐱 ⇔ 𝜆 = 0,1
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冪等行列の性質



• 𝚲 = diag 𝜆1, … ：対角要素が各固有値

• 𝐗 = 𝐱1, … ：各固有値ベクトルならべた
行列 (正則行列, 𝐗′𝐗 = 𝐈)

• 固有値分解：𝐀𝐗 = 𝐗𝚲 ⇔ 𝐗′𝐀𝐗 = 𝚲

• rank 𝐀 = rank 𝐗′𝐀𝐗 = rank 𝚲
正則行列をかけてもランクは不変

• rank 𝚲 = tr 𝚲 = tr 𝚲𝐗′𝐗 = tr 𝐀
冪等行列の固有値は0または1のみ
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冪等行列の性質


